Funcoes com Valores
Vetoriais

META
Estudar fungbes de uma variavel

real a valores em R3

OBJETIVOS
Estudar movimentos de particulas

no espaco.

PRE-REQUISITOS

Ter compreendido os conceitos de

fungoes reais e de curvas no plano.




&
/
|

W

Funcgoes com Valores Vetoriais

8.1 Introdugao

Nesta aula, vamos estudar fungoes que a cada ntmero real de um
intervalo da reta (dominio) associa um tnico vetor no espago. Tais
fungoes serao tuteis no estudo de curvas espaciais, que faremos na

préxima aula.

8.2 Definicoes e Propriedades

Uma funcao de uma variavel real a valores em R3 ou funcao vetorial
é uma funcao F:I— R3onde ] éum subconjunto de R. Uma
tal funcdo associa a cada ¢ € I, um tnico vetor F(t) € R3. O
conjunto I é o dominio de F' e seré indicado por Dy A imagem
ou trajetoria de F ¢ o lugar geométrico, em R3, descrito por }7"(15)7
quando t varia em 1.

Como uma funcao vetorial associa a cada t € I, um tnico vetor
ﬁ(t) € R3, entdo existem, e sdo tnicas, 3 (trés) funcoes a valores

reais F; : I — R, i =1, 2,3, tais que, qualquer que seja t € I,
F(t) = (Fi(t), Fa(t), F5(t)) ou  F(t) = Fi(t)i+Fa(t)j+Fs(t)k.

Tais fungoes sdo denominadas fun¢ées componentes de F'.

Exemplo 8.2.1. F(t) = (¢, sen t,2) ¢ uma funcdo vetorial e suas

fungGes componentes sao:
Fi(t)=1t%, F(t)=sent e F3(t)=2.

Exemplo 8.2.2. Seja F(t) = ti + V] + sen 3tk. As fungdes

componentes de F' sao as fungoes:

Fi(t)=t, Fy(t)=+t e F3(t)=sen 3t
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Sejam F, G : I — R3 duas funces de uma variavel real a
valores em R3, f : I — R uma funcio a valores reais e k uma
constante. Definimos:

(a) a funcdo F + G : I — R3 dada por

—

(F+G)(t) = F(t)+G(t)
denomina-se soma de F e G.
(b) a funcio kF : I — R3 dada por

—

(kF)(t) = kF(t) + G(t)

é o produto de F pela constante k.

(c) a fungdo f- F : I — R? dada por

(f - F)(t) = f(t)F(t)

é o produto de F pela fungao escalar f.

(d) a funcio F - G : I — R dada por
(F-G)(t) = F(t) - G(1)

onde F(t) - G(t) = Fi(t) - G1(t) + Fa(t) - Go(t) + Fs(t) - Gs(t), ¢ o
produto escalar de F' e G.
(e) a funcgdo F x G : I — R3 dada por

Gl(t) Go t) Gs
= [F(t)Gs(t) — F3(t)Ga(t)]i + [F3(t)G1(t) — Fi(t)Gs(t)]f

—

+F1(t)Ga(t) — Fa(t)G1(t)]k

denomina-se produto vetorial de Fed.
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Exemplo 8.2.3. Sejam F(t) = (¢, sen t, 2), G(t) = (3, t, t2) ¢
f(t) = et. Temos:

(a) o produto escalar de FeGéa funcao H dada por

—

H(t) = F(t) - G(t) = 3t +t sen t + 2’

(b) o produto de F pela funcao escalar f é a funcdo com valores

em R? dada por
FOF@#) = el(t, sen t, 2) = (te!, e'sen t, 2€).

(c) o produto vetorial de F e G é a funcdo a valores em R? dada

por

~
<.
ol

(FxG)t)=F®)xGt)=|1t sent 2
3 0t

= [t%sen t — 2t]i + [6 — t°]] + [t> — 3sen t]k

8.3 Limite e Continuidade

O limite de uma fungao vetorial F ¢ definido tomando-se os limites

de suas fungbes componentes como se segue:

Se lim F(t) =L, essaQ pefinicao 8.9. Se F(t) = (Fi(t), Fa(t), F3(t)), entdo
definigdo equivale a
dizer que o compri-
mento, a diregao e
o sentido do vetor
F(t) se aproximam
do comprimento, da
direcao e do sentido do

vetor L. Exemplo 8.3.1. Determine tlimo F(t)onde F(t) = (2, VI+ 1, V5 —1).

m F(t) = (lim Fi(t), lim Fy(r), lim Fy(t))

li
t—a

desde que os limites das func¢bes componentes existam.

Solucgao:

lim F(t) = (tlimOtQ, m VE+1, lim V5—t= (0,1, V).

li
t—0
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Uma funcao vetorial F' é continua em tg se

lim F(t) = F(to).

t—to

Segue da Definigao 8.9 que F é continua em to se e somente se suas
fungoes componentes Fy, Fb e F3 s@o continuas em tg.

Dizemos que F é continua em J C I de F for continua em todo
t € J; dizemos, simplesmente, que F ¢ continua se for continua em

cada t do seu dominio.

8.4 Derivada

A derivada rr de uma funcdo vetorial F & definida do mesmo

modo como foi feito para as fungoes reais:

Definigao 8.10. Uma fungao vetorial F tem derivada il
dF a —F
ar . F(t+h) F(t)
dt h—0 h

F _
Notagao 1. Cil_t(t) = F'(t)
Observagao 8.4. Observe que
F(t+h) — F(t
L Fh) - F()

h—0 h
_ ( py Bt —F(#) . Bt+h) - BE) . F(t+h) - F3(t)>
Y h 5

h—s0 h h—0 h—0 h
= (Fi(t), F5(t), F5(t)).

O préximo teorema mostra que as férmulas de diferenciacao
para funcoes reais tém suas equivalentes para as fungoes vetoriais.
Teorema 8.20. Sejam F, G : I — R3, f: I — R derivaveis

oL
em A Entao, f-FeF -G serao, também, diferenciaveis em I e

[f F]= Zf +f



Geometricamente, esse
resultado indica que, se
a curva estd em uma
esfera com o centro na
origem, entao o ve-
tor tangente é sempre
perpendicular ao vetor
posicao F(t).
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d .= 4 dF 5 = dG

2. —[F-Gl=— -G+ F - —;
dt[ ¢l dthjL dt’
d = =~ dF 5 = dG

3.a[F><G]—§xGA+F><E,
d . = df dF

4 SIEGON = - - - (f1).

A demonstragdo desse teorema segue diretamente da Obser-
vacao 8.4 e das formulas de diferenciagdo correspondentes para a

funcao real. Deste modo, tal demonstragao ficard para exercicio.

Exemplo 8.4.1. Mostre que, se |F(t)| = ¢ (uma constante),
entao F'(t) é ortogonal a F(t) para todo ¢.

Demonstragao: Como

e ¢? é uma constante, segue da Féormula 4 do Teorema 8.20 que

0= SR Fin)] = F(1)- F(o) + F(t)- (1) = 27(1) - F(0).

Entdo, F/(t)- F(t) = 0, o que implica que F(t) é ortogonal a F(t).

8.5 Integral

Seja F = (Fy, Fy, Fy) definida em [a,b]. Dizemos que F ¢ inte-
gravel em [a, b] se cada componente de F o for. Além disso, se F'

for integravel em |[a, b], entao

/abﬁ(t)dt = (/abFl(t)dt, /abFQ(t)dt, /ang(t)dt>
= /abFl(t)dt.ZJr/abFQ(t)dt.jJr/ang(t)dt,E_

Se F for integrével em [a,b] e G for uma primitiva de F em

[a, b] teremos

= G(b) — G(a).
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De fato,

entao

/abﬁ(t)dt = (/abFl(t)dt, /abFQ(t)dt, /ang(t)dt>

= (Gl(b) — Gl(a), Gg(b) — GQ(CL), G3(b) — G3(a))
= G(b) - G(a).

Exemplo 8.5.1. Se F(t) = e'i + 2 + tk, entéo
/ﬁ(t)dt = (/etdt) i+ (/2dt) i+ (/tdt) k
- - 2.
= eti+2tj+§k+0

onde C' é um vetor constante de integragao, e

1

1 2
_ - L 2. O R
/F(t)dt = [e%+2tj+§k] :eli—|-2j+§k—eoi
0

0
I
= (e—l)i+2j+§k.

8.6 Resumo

Uma funcio de uma variavel real a valores em R? é uma funcio do

tipo F : I ¢ R — R3 dada por
F(t) = (Fi(t), Fa(t), F5(t)) ou  F(t) = Fi(t)i+Fa(t)j+Fs(t)k.
Se F(t) = (Fy(t), Fa(t), F5(t)), entdo
Jim F(t) = (lim Fi(1), lim Fy(t), lim Fy(t))

desde que os limites das fungdes componentes existam.
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Uma fungao vetorial F' é continua em tg se

lim E(t) = F(to).

t—to

. dF
Uma funcao vetorial F' = (Fy(t), Fa(t), F3(t)) tem derivada o

se
dF . F(t+h)—F(@)

dt - hlglo h

Vimos, também, que

—

F(t) = (Fi(t), F3(t), F3(t)).

Seja F = (Fy, Fy, F3) definida em [a,b]. Dizemos que F ¢
integravel em [a, b] se cada componente de F o for. Além disso, se

F for integravel em [a, b], entdo

/abﬁ(t)dt = (/abﬂ(t)dt, /ang(t)dt, Lng(t)dt>
- /:Fl(t)dt'ﬂ /abFz(t)dt-er/ang(t)dt.E.

Na proxima aula, usaremos essas fungoes vetoriais para estudar

os movimentos de particulas no espaco.

8.7 Atividades
01. Seja ) = (t 2, t2) e G(t) = (t, —1, 1). Calcule:
)

LE(t)

02. Calcule:
(a) tlimlﬁ(t), onde F(t) = (

t—1" "7 t
(b) thmo F(t), onde F(t) = (t, cos t, sen t)
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03. Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique
sua resposta.

(a) F(t) = ti +/tj + 3k.

(b) F(t) = vVt —Lli+Vt+ 1] + e'k.

04. Sejam ﬁ, G:I —R3e f: I — R continuas em ty € I.
Prove que ﬁ—l— é, fl*:”, F.G e F x G sao continuas em to.

—

05. Determine 7= 7(t) sabendo que

- -

dF - = 1z 7
d—Z:senti-l—cothj—l-l—Hk, t>0, e 70) =i—j+2k.

06. Calcule
1

(a) / (7 + ¢7)dt:
0

! 1
(b) /_1 (sen 3t, m, 1) dt.

+i+ekeG(t)=i+j+k. Calcule

8.8 Comentario das Atividades

Essas atividades, sao referentes aos assuntos discutidos no decorrer
desta aula e tém o objetivo de vocé (aluno) exercitar os conceitos
aprendidos.

Lembre-se, sempre, que existem tutores para ajuda-los na res-

olugao dessas atividades.
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