Limites, Con-
tinuidade e
Derivadas Parciais

META
Estudar limite, continuidade e as
derivadas parciais de funcgoes de

duas varidveis a valores reais.

OBJETIVOS

Estender os conceitos de limite e
continuidade, e estudar as derivadas
parciais de fungoes de uma variavel

a valores reais.

PRE-REQUISITOS
Limite, Continuidade e Derivadas de

fungoes de uma varidvel a valores

reais.
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11.1 Introducgao

Nesta aula, vamos apresentar os conceitos de limite, continuidade
e derivadas parciais. Vocé que entendeu e lembra dos conceitos
de limite, continuidade e derivadas de fungbes de uma variavel
real, visto no curso de Célculo 1, nao tera dificuldade alguma em

compreender o assunto dessa aula.

11.2 Limite

Definigao 11.21. Sejam f : A C R?> — R uma funcdo, (0, yo)

um ponto de acumulacio de A e L um nimero real. Dizemos que

o limite da fungao f no ponto (zg,yp) € igual a L e escrevemos
e gy T Y = F

quando:

Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo (z,y) € D(f),

0 < [l(z,y) = (zo,w0)l| <0 = [f(z,y) = L| <e.

Notagao 5. lim(, ). (z940) f(7,y) = L e f(z,y) — L quando
(mvy) - (l’o,yo)-

Note que |f(z,y) — L| corresponde a distancia entre os nimeros

f(@y) e L ell(z,y) — (z0,50)| = /(z — 20)? + (y — 50)? € a dis-

tancia entre os pontos (z,y) e o ponto (xg,yp). Assim a Definigao

11.21 diz que a distancia entre f(x,y) e L pode ser arbitraria-
mente pequena se tomarmos a distancia de (x,y) a (zg, o) sufi-
cientemente pequena (mais nao nula). A Figura 11.62 ilustra a
Definigao 11.21 por meio de um diagrama de setas. Se nos é dado
um pequeno intervalo (L —e€, L+¢€) em torno de L, entdo podemos

determinar uma bola aberta B((x,y0), d) com centro em (zo, yo)
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e raio 0 > 0 tal que f leve todos os pontos de B((zo,y0), d) [exceto

possivelmente (g, yo)| no intervalo (L — €, L+ ¢).

Figura 11.62: Representagao geométrica do limite.

Observagao 11.11. De agora em diante, sempre que falarmos que
f tem limite em (xg, yo), fica subentendido que (xg,yo) é ponto de

acumulagao de D(f).

Exemplo 11.2.1. Se f(x,y) = k é uma fungao constante, entao,

para todo (o, ) € R?,

lim k=k.
($,y)—>(l‘0 7y0)

Solugao: Temos que |f(x,y) — k| = |k — k| = 0. Assim, dado

€ > 0 e tomando-se um § > 0 qualquer,
0 <|[(z,y) = (w0, po)l| <6 = [f(z,y) — k| <e.

Logo
lim flz,y) = lim k=k.

(x>y)—>(fc07:’/0) (z,y)—>(wo,yo)

Exemplo 11.2.2. Se f(z,y) = z, para todo (xq,7) € R?,

lim T,Y) = lim T = xg.
L L L SR
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Solugao: Temos que

|f(2,y) — ol = |z — 20| = /(2 — 20)?

<V(@—202+ (- %)= l(z,y) — (z0,50)]

Deste modo, dado € > 0 e tomando § = ¢ vem:
0 <|[(z,y) — (o, po)ll <6 = [f(z,y) — k[ <e.

Logo,

lim T = xg.
(z,y)—(z0,%0)

Exemplo 11.2.3. Se f(z,y) = z+1y? entéo( )hm(z " f(z,y) =3.
x?y — b

Solugao: Temos que
[f(zy) =3l =z +y* =3l =z —2+y 1| < |z =2+ |y + 1|y — 1.

Entao, dado € > 0 tomando § = min{1, §} obtemos que |y+1] < 3

[§]

I(z,y) = (2,1l = V(@ -2?+(y -1 <=

ﬁ'\f(%y)—i’)!SIw—2!+\y+1Hy—1\§6+35:46§4§:e.

Para as fungbes de uma tunica variavel, quando fazemos x se
aproxima de xg, s6 existe duas diregoes possiveis de aproximagao:
pela direita e pela esquerda. Lembremos la do Célculo 1 que, se
os limites laterais sdo diferentes entao o limite nao existe.

Ja para as fungoes de duas varidveis essa situagao nao é tao
simples porque existem infinitas maneiras de (x,y) se aproximar
de (zo,y0) por uma quantidade infinita de dire¢oes e de qualquer
maneira que se queira (veja a Figura 11.63), bastando que (x,y)

se mantenha no dominio de f.
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=Y

Figura 11.63: Infinitas maneiras de (z,y) se aproximar de (xo, yo).

O proximo teorema nos diz que se o limite de uma funcao f
existe em (xp,yo) e ¢ igual a L entdo ndo importa a maneira que

(z,y) se aproxima de (xg,yo) que o limite sempre vai ser L.

Teorema 11.21. Sejam f : A C R? — R uma funcdo e (o, yo)

um ponto de acumulagdo. Suponha que lim f(z,y)=Le
(xvy)—%mO?yO)

seja v uma curva em R?, continua em to, com Y(tg) = (o, 0) e,

para todo t # to, y(t) # (zo,yo) com ~(t) € D(f). Entao
lim f(y(t)) = L.

t—to

Demonstragao: De lim f(z,y) = L segue que dado € >
(z,y)—(@0,%0)

0, existe 1 > 0 tal que

Sendo 7 continua em tg, para todo ;1 > 0 acima, existe v > 0 tal

que
0 < |[lt —toll <6 =>|7(t) —~(to)| < 1. (11.2)
De (11.1) e (11.2) segue

0 <t —toll <6 = 1f(r()) — LI <,
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ou seja,

lim f(y()) = L.

t—to
|
Sejam 1 e o duas curvas nas condi¢bes do Teorema 11.21.

Segue do Teorema 11.21 que se ocorrer

Jm fn(®) =1L e lim f(n()) =L (11.3)
com Ly # Ls, entdo lim f(z,y) ndo existird. Da mesma

(z,y)—(20,90)
forma, tal limite ndo existird de um dos limites em (11.1) nao

existir.

Exemplo 11.2.4. Considere a funcio f : R> — R dada por

1, para xz # 0
fl@,y) =
0, paraz=0
Nao existe o lim  f(x,y). De fato, considerando as curvas
(z,y)—(0,0)

(t) = (£,0) e 72(t) = (0,1), temos que
Jm f(n(f) = lim 1=1 e lim f(y(t)) = lim 0=0.
Logo, lim x,1y) nao existe.
& (z,y)—(0,0) f@)
Exemplo 11.2.5. Considere a fungao f : R? — {(0,0)} — R
1y

z2 +y?
estd em um dos eixos coordenados, de modo que f(z,y) converge

dada por f(z,y) = Observe que f(z,y) = 0 quando (z,y)

para 0 quando (x,y) aproxima-se de (0,0) pelos eixos. Por outro
lado, considerando a curva v : I C R — R? — {(0,0)} dada por
~(t) = (t,t) temos que

i £(3(6)) = tim L — L

e AL e (YRS

Portanto, lim % nao existe.
(z,y)—(0,0) = + ¥y

(178,
\F I-.._.J‘:.‘/ .
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Observamos que continuam véalidas para fungoes de duas var-

idveis reais a valores reais as seguintes propriedades dos limites

cujas demonstragdes sdo exatamente iguais as que voce fez para
funcoes de uma varidvel real, na disciplina de Calculo 1.

1. (Teorema do Confronto) Se f(x,y) < g(z,y) < h(z,y) para
0 < [I(z,y) = (zo,yo)l| <7 ese

lim z,y)=L= lim h(z,
(w,y)—>(xo,yo)f( v) (z,y)—(0,90) (=.9)

entao

lim z,y) = L.
(wyy)—>(wo,yo)g( 2

2. Se im(y ) (20,y0) f(2,9) = 0 e se |g(z,y)| < M para 0 <

||(z,y) — (z0,y0)|| < r onde r >0 e M > 0 sao reais fixos, entao

lm f(xy)g(r.y) = 0.
(x,y)—(z0,y0)

(w,y)—»("po’yo) f( y) (xv’y)%(:to,yo) ‘f( y)’

4. lim flz,y) =L < lim [f(z,y) — L] =0.
(937:'!)_’('730»?!0) (x7y)_>(107y0)

5 lim flz,y) =L &

. flxo+ h,yo + k) = L.
(z,y)—(0,Y0)

lim
(h,k)—(0,0)

6. Se lim flz,y)=L1 e lim g(z,y) = Lo, en-
(z’y)—>(:v07y0) (%,y)—>(1‘0,y0)
tao,

(a’) lim [f(:c,y) + g(fl?,y)] = L1 + Lo;

(z,y)—(0,Y0

(b) lim kf(z,y) = kL1; (k constante)
(@,y)—(0,30)
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(c) lim f(z,y)g(z,y) = L1 Lo;
(z,y)—(z0,Y0)

@ tm L&Y

Ly
= — desde que Ly # 0.
(@y)—(zow0) 9(z,y) Lo

7. (Conservacao do sinal) Se lim flz,y)=L, L >0,

(@,y)—(z0,Y0)

entao existird § > 0, tal que, para todo (z,y) € D(f),

0 <|[(z,y) — (w0, y0)|| <6 = f(x,y) > 0.

3

Exemplo 11.2.6. Calcula, caso exista, lim 55"
(z,y)—(0,0) 7% + Y

Solugao: Note que

z3 z?

_— = —.
$2+y2 $2+y2

2

($,y)—>($07’y0) €T +y

segue da Propriedade 2 acima que

< 1, para todo (z,y) # (0,0). Logo,

a3 . 22

(x’y)in(&o) z2 + y2 (x,y)in(0,0) v x2 + y2

11.3 Continuidade

Definigao 11.22. Sejam f : A C R?> — R uma funcio e (0, yo)
um ponto de acumulagao de A com (g, yo) € A. Dizemos que f é
continua em (zg, yo) se

lim f(x, y) - f(J"OuyO)v
(z,y)—(20,%0)

ou seja:
Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo (z,y) € D(f),

0 < |(z,y) = (x0,90)ll <& = [f(,y) — f(z0,40)| <e.
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Definigao 11.23. Uma fungao é dita continua em um conjunto
B quando for continua em todos os pontos de B. Diremos, sim-
plesmente, que f é continua se o for em todos os pontos de seu

dominio.

Exemplo 11.3.1. A fungao constante f(x,y) = k é continua, pois,
lim  f(z,y) =k = f(zo,y0)
(%,y)—(z0,90)

para todo (z0,10) € R2. (Veja Exemplo 11.2.1).

Exemplo 11.3.2. A fungao f(z,y) = x é continua, pois,

lim T,y) = lim x=x9 = f(x0,
(2,y)—(z0,Y0) f( y) (z,y)—(x0,y0) 0 f( 0 yO)

para todo (z0,10) € R2. (Veja Exemplo 11.2.2).

2 2

B0 se (x.y) #(0,0)
0 se (z,y)=(0,0)
nao ¢ continua em (0,0). De fato, tomando-se as curvas v, (t) =

Exemplo 11.3.3. A fungao f(z,y) =

(t,0) e y2(t) = (0,t) vem,

2
li =lim 5 =1
ti{lof(fyl ®) 2 12
e
—t2
Jim f(92(t)) = lim —5- = ~1.

Segue das propriedades de limite, as seguintes propriedades de

fungoes continuas:

1. A soma de m fun¢des continuas em um ponto é uma funcao

continua no ponto.

2. O produto de m fungdes continuas em um ponto é uma

fungdo continua no ponto.
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Conseqiiéncia imediata dessas propriedades: A fungdo polino-

mial p(z,y) em z e y dada pela soma de parcelas do tipo
az'tz!?

onde a é constante e [1,lo € N é uma func¢ao continua como produto

e soma de funcoes continuas.

Definigao 11.24. Sejam f: ACR? — BCReg: B —R. A

funcao composta de g com f, indicada por g o f é definido por
gof:AcCcR? — R

(gof)x,y) = g(f(z,y))

i !
] R 1 R
\1 ' 3
fix.y)
g #(f(x.y))
- __I‘_ .
i oo o / S o
1\\.‘_ o -
.t i e I
\‘\\\ ! // !
“\"‘-\_‘ ! — i

Figura 11.64: Funcao composta

O proximo teorema nos diz que se g(u) e f(x,y) forem con-
tinuas e se Im(f) C D(g), entdo a fungdo composta h(z,y) =

g(f(x,y)) também o sera.

Teorema 11.22. Sejam f: ACR? — BCReg: B — R tais
que f seja continua em (g, yo) € g é continua em f(xg,yo). Entao

go f é continua em (xg,yo).

4
oy

ot
182,
\ ]

3 o’
| -



Livro de Calculo II

Demonstragao: Dado € > 0, queremos encontrar § > 0 tal que,

se (x,y) € A,

1z, y) = (o, yo) | <6 = |(g o f)(z,y) — (90 f)(zo,y0)| <e.

Figura 11.65: Esbogo da demonstracao

Sabemos que existe 01 = d1(€, f(xo,yo)) tal que

z€ B, |z— f(xo,y0)] <01 = |9(2) — g(f(x0,%0))| < €

Como f é continua em (x0,yo) sabemos que dado d; > 0, existe

do > 0 tal que

(xay) € A’ ”(CC,y) - (x(),y())” < by = |f(a:,y) - f($07y0)| < 01.
Logo para

(z,y) € A, [I(2,9) = (z0,90)l| <2 = [f(2,y) = f(x0,90)| < 01

= |g(f(x,y)) — 9(f(z0,%0))| <.

Portanto, g o f é continua em (xg, yo)- |

Como conseqiiéncia deste teorema, segue que se g(x) for con-
tinua, entdo a fungao h(z,y) = g(x) também seré continua. De
fato, sendo f(x,y) = x, teremos h(z,y) = g(f(x,y)), com g e f

continuas.
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Exemplo 11.3.4. h(z,y) = 2% + /7 é continua em seu dominio.

Exemplo 11.3.5. Sendo f(z,y) continua, as compostas sen f(x,y),
cos f(z,y), [f(z,y)]?, etc.

3
o se (2y) £ (0,0)

Exemplo 11.3.6. f(z,y) = é con-
0 se (z,9)=(0,0)
tinua em R2. De fato, temos que (Veja Exemplo 11.2.6)
3
x
lim —— =0= f(0,0).
(2,5)—(0,0) 7% + y? 10.0)
11.4 Derivadas Parciais
Seja z = f(z,y) uma funcdo de duas variadveis a valores reais

definida em um conjunto aberto A e seja (xg,yo) € A. Entao para
x suficientemente proximo de xp todos os pontos (x,7) estdao em
A, logo podemos considerar a fungdo g de uma variavel real dada
por

9(@) = f(2,y0).
A derivada desta fungéo no ponto x = x (caso exista) denomina-se

derivada parcial de f, em relagao a z, no ponto (zg, yo)-

Notagao 6. fu(z0,0); 9L (0, %0); f1(z0,50); (20, Y0); % (0, o).

Assim:
_ldg(x) . g(xo+ Az) — g(0)
fo(zo,y0) = [ I L = Jim Ao
_ oy @0+ Az o) — f(o,40)
— 1 .
Az—0 Az
ou, ainda,

folwo o) = lim LE80) = J(Z0,90)

T—o T — x
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Seja B o subconjunto aberto de A formado por todos os pontos

(z,y) tais que fr(z,y) existe, fica assim definida uma nova funcao,

indicada por f,(z,y) e definida em B, para cada (z,y) € B associa

o namero f,(x,y), onde

faolzyy) = Alim

Tal funcao denomina-se fungao derivada parcial de 1.# ordem de f,
em relagao a x, ou simplesmente, derivada parcial de f em relacao
ax.

Considerando z = f(x,y) como uma funcao de y, para z fixo,

obtemos de maneira semelhante a derivada parcial de f, em relacao

a y, no ponto (xo, yo).
Notagdo 7. f,(x0,40); 5L (0, 0); fa(x0,0); 2y(x0,y0); 5 (%0, y0)-

Temos

. f(zo,yo + Az) — f(x0,%0)
fy(x07y0) - A%}EO Ay

ou

fy(llf()’y()) = yh_m,yo f(:z:o,y; : g(ffto,yo) .

Interpretagcao Geométrica da Derivada Parcial

Podemos interpretar geometricamente a derivada parcial como
uma inclinagao: Consideremos a sec¢ao da superficie z = f(x,y)
pelo plano vertical y = yp. Neste plano a curva z = f(x,yp) tem

uma tangente com inclina¢ao fr(xo,y0) em xg.
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Figura 11.66: Interpretacao geométrica das derivadas parciais

As secgoes da superficie z = f(x,y) com os planos y = yg e

x = xg sao dadas, respectivamente, nas Figuras 11.67 e 11.68.

te o = fulag, o) tg 5= fy(xo.w0)

Figura 11.67: Seccoes da Figura 11.68: Seccoes da

superficie z = f(x,y) com superficie z = f(z,y) com

o plano y = yo. o plano =z = xg.
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Para se calcular f,(zg,y0) fixa-se y = yo em z = f(z,y) e
calcula-se a derivada de g(x) = f(x,y0) em = = xo : fz(z0,%0) =
d'(z0). Da mesma forma, f.(z,y) é a derivada, em relagao a z,
de f(z,y), mantendo-se y constante. Por outro lado, fy(z,y) é a

derivada em relagao a y, de f(z,y), mantendo-se x constante.

Exemplo 11.4.1. Se f(x,y) = 2%y + ycos x, determine f,(z,y),
fy(x,y), fz(1,0) e fy(l,O).
Solugao: Para encontrarmos f,(z,y) devemos olhar y como con-

stante em f(x,y) = 22 4+ ycos x e derivar em relacdo a z:

fo(2,y) = 22y — ysen z.

Para encontramos fy(z,y) devemos olhar x como constante em

f(z,y) = 22 + ycos z e derivar em relagdo a y:

fy(z,y) = 2* + cos z.

Agora f;(1,0)=2-1-0—0-sen 1 =0¢e f,(1,0) =1+ cos 1 =
1+ cos 1.

11.5 Derivadas parciais de ordem superior

Se z = f(x,y) é uma funcdo de duas varidveis reais a valores
reais, entao f, e f, sao também funcoes de duas varidveis reais a
valores reais. Se estas duas fungoes f; e f, estiverem definidas em
um aberto A poderemos considerar suas derivadas parciais (fz)z,

a

(fz)y, (fy)z € (fy)y chamadas derivadas parciais de 2.* (segunda)
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ordem de f, denotadas como segue:

(Fo)e = fow = f1 = ai (‘2’2) _ gz
(Fo)y = foo = fr2 = ;y (gi) _ ;‘;gx
(Fo)e = foa = fr = aa (35) _ aigy

Se estas derivadas parciais existirem em todos os pontos de um
aberto A, poderemos falar nas derivadas parciais de 3.* (Terceira)

ordem, e assim sucessivamente.

Definicao 11.25. Seja f : A € R?> — R, A aberto. Dizemos que
f éde classe CF (k> 1) em B C A se f e as derivadas parciais

até a ordem k forem continuas em todos os pontos de B. f é dita

de classe C® se f é de classe C*, Vk > 1.
Notagao 8. f € CF e f € C™.

Exemplo 11.5.1. Seja f(x,y) = xy. Temos que: f.(z,y) = v,
fy(xvy) = T, fm(x,y) = 0, fl“y(x’y) =1, f(y:c)(:z,y) =1le
fyy(x,y) = 0. Observe que as derivadas de ordem k, k£ > 3 ex-

istem e sdo todas nulas. Portanto f € C'°.

Exemplo 11.5.2. A fungio z = f(z,y) = wsen y + y*cos = é
de classe C*. De fato, temos que f.(x,y) = sen y — y’sen z,
fy(z,y) = zcos y + 2ycos x, frz(z,y) = —y?cos z, foy(z,y) =
cos y—2ysen x, fyz(x,y) = cos y—2ysen x e fy,(x,y) = —wsen y+
2cos x. Observe que existem e sao continuas todas derivadas par-
ciais.

Neste dois exemplos notamos que fo,(x,y) = fyz(z,y), isto &,

a ordem de derivacao nao influi no resultado, mais isto nem sempre
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é valido. De fato: Consideremos z = f(z,y) = = + |y|. Temos que
fz(z,y) =1 e f24(0,0) = 0. No entanto,

1,(0,0) = A%}Eo Ay B ALIEO Ay

que nao existe. e assim fy,(0,0) nao existe.

O préximo teorema fornece condigoes sob as quais podemos
afirmar que fry = fye-
Teorema 11.23. (Teorema de Schwartz) Seja f : A C R? —
R, A aberto. Se f for de classe C? em A, entdo

fry(w7 y) = fyx(x, y)
para todo (z,y) € A.

Vejamos outro exemplo, onde nao temos a igualdade fry, = fyz.

T 3
z2—<yky2 se ($7y) 7é (an)
0 se (z,9)=1(0,0)
Neste caso, temos que fz,(0,0) # fy(0,0). De fato,

Exemplo 11.5.3. Consideremos f(z,y) =

fol@y) = W s (a,y) # (0,0)
B = L0 e ) £ 00
f2(0,0) = lim f(A‘”’O)A; £0,0) _
£,(0.0) = Jim 10, Ay)A; 10.0) _
Fuy(0,0) = Agl,iﬁ 0 fx(0, Ay)A; f2(0,0) _ .
fya(0,0) = lim fy(Az, Ui L0.0 _,

Observacgao 11.12. No exemplo anterior podemos observar que
f, fz e fy sao continuas em todo R2. Assim, pelo Teorema anterior
fzy ndo pode ser continua em (0,0), pois caso fosse fy,,(0,0) =

fy2(0,0), o que nado é o caso.
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11.6 Resumo

Faremos, agora, um resumo das principais defini¢oes e resultados

vistos nesta aula.

Definigdo 11.26. Sejam f : A C R?> — R uma funcdo, (0, yo)
um ponto de acumulagdo de A e L um nimero real. Dizemos que

o limite da fungao f no ponto (zg,yp) ¢ igual a L e escrevemos

lim z,y) =1L
(I,y)—>(xo,yo)f( v)

quando:
Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo (z,y) € D(f),
0 <[[(z,y) = (o, yo)l| <0 = |f(z,y) — L| <e.

Teorema 11.24. Sejam f : A C R? — R uma funcéo e (zq, yo)
um ponto de acumulacdo. Suponha que lim flz,y)=1Le
,y)—(z0,%0)

seja v uma curva em R2 continua em to, com v(tg) = (zo,y0) e,

para todo t # tg, y(t) # (z0,yo) com ~(t) € D(f). Entao

lim f(y()) = L.

t—to
Sejam 1 e 2 duas curvas nas condi¢bes do Teorema 11.21.

Segue do Teorema 11.21 que se ocorrer

Jim fouO) =L e Jim fee() =L (1)
com Lj # Lo, entao lim f(z,y) ndo existirda. Da mesma

(z,y)—(20,%0)
forma, tal limite ndo existird de um dos limites em (11.1) nao

existir.
Definigao 11.27. Sejam f : A C R?> — R uma funcio e (zq, yo)
um ponto de acumulagao de A com (zg,yo) € A. Dizemos que f é

continua em (zg, yo) se

lim  f(z,y) = f(20,0),
(z,y)— (z0,y0)



Livro de Calculo II

ou seja:
Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo (z,y) € D(f),

0 < |[(x,y) = (wo,90)[| <3 = [f(z,y) — f(wo,90)| <e.

Definigao 11.28. Uma funcao é dita continua em um conjunto
B quando for continua em todos os pontos de B. Diremos, sim-
plesmente, que f é continua se o for em todos os pontos de seu

dominio.

11.7 Atividades

01. Mostre, pela definigao, que:
a) lim )(332 +y? —4) = 0;

(z,y)—(2,0 ) )
b lim (z° 4+ 2zy + =9.
) (fr,y)—>(1,2)( vty
1, x>0
02. Seja a funcao f(z) = .Prove que a fun¢ao tem
-1, <0

limite igual a 1 nos pontos (zg,yo) com g > 0 e que tem limite
igual a —1 nos pontos (xg,yp) com zy < 0. Prove ainda que nao

tem limite non pontos (0, yo).

03. Determine o valor dos limites, quando existirem:

. x? —y? ) x
(@y)—(00) 1 + 2% +y (z,9)—(0,0) T2+ y
1
¢)  lim 2%+ y’sen—; d) lim az2seng;
(z,y)—(0,0) 5 ry (z.y)—(4,7) x
1 1 —
g G Lfsenz o Loy
(z,y)—(0,0) x (zy)—(0,0) 27+Y

i dx —y — 3z
um —
(2,y,2)—(0,0,0) 2 — Dy + 2z

04. Usando a definigao, prove que f(z,y) = xy + 6x é continua

em:
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a) (1,2); b) (0, ¥0)-

05. Investigue a continuidade de cada uma das fung¢des abaixo, no

ponto (0,0) :
—, 3x+5y#0
a) f(z,y)=q > ;
0, 3x+5y=20
x2+y2 56”( 21 2) , se (z,y)#0
b) f(z,y) = o ;
0, se (z,y) =0
ry—5—%, se (x, 0
O) flay) =4 T w70
0, se (z,y) =0

06. Se f(r,y) = (z — y)sen (3z + 2y) calcule: a) f(0,%); b)
(0, 3).

07. Calcule u; e u, quando:

a)u(x,y) = e%sen(z+y); b)u(z,y) = In(z*+y)arcseny/1 — 22 — 32

12y2+xy
08. Se f(z,y) = oHY
0, se z=-—y

a) Calcule f(z,0) e f,(0,y);

, S€ .’L'?é—y

b) Observe que f nao é constante em nenhuma vizinhanca de (0, 0).
3
09. Ache %(m,y) se f(z,y) =In(z +y).

esta satisfeita por:

10. Mostre que % + giy’;

=0
a) In(z? + y?); b) 2® — 3y’
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11. Calcule fy(1,2) onde

zY

f(x’ y) = xx + Sen(ﬂ'x)[l'z —+ Sen(x + y) + €x6082y],

11.8 Comentario das Atividades

Essas atividades, sdo referentes aos assuntos discutidos no decorrer
desta aula e tém o objetivo de vocé (aluno) exercitar os conceitos

aprendidos.

Lembre-se, sempre, que existem tutores para ajuda-los na res-

olugao dessas atividades.
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