Regra da Cadeia e 13

Derivacao Implicita AULA

META
Derivar fungoes compostas e funcoes

definidas implicitamente.

OBJETIVOS

Estender os conceitos da regra da
cadeia e da derivagao implicita de
funcbes de uma varidvel a valores

reais.

PRE-REQUISITOS
Ter compreendido os conceitos lim-
ite, continuidade e derivadas de

fungbes de uma varidvel a valores

reais.




Regra da Cadeia e Derivagao Implicita

13.1 Introdugao

13.2 Regra da Cadeia

Muitas vezes a funcao z = f(z,y) é dada sob a forma de fungao
composta, em que os argumentos x, y sao eles proprios fungoes de

t
z=¢1(t) y=da2(t).

Entao, z = f(¢1(t), ¢2(t)) e podemos, portanto, falar em diferen-

ciabilidade relativamente a t.

3
—

Figura 13.72: Fungao composta.

Para derivarmos z em funcao de t temos o seguinte:
Teorema 13.28. Sejam = = ¢4 (t) e y = ¢=(t) diferenciaveis em ¢

e z = f(x,y) diferenciavel no ponto Py = (¢1(to), ¢2(to)). Entao
z(t) = f(o1(t), ¢a(t)) € diferenciavel em ¢y e ainda

dz _ [dz do1 dz da
(), (@), (@), (&), (%),

Demonstragao: Como z é diferenciavel em Py, temos em par-

ticular que:

Az:(az> ~Aa?+<az> Ay +an
dz ) p, dy ) p,
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onde n — 0 com @ — 0 e @ = y/(Ax)? 4+ (Ay)? sendo que

Az = ¢1(to + At) — d1(to) e Ay = ¢ga(to + At) — ¢a(to).

Logo, para At # 0

Az 0z Ax 0z Ay Az\? Ay 2
e (e T ) I 29131
Al (dx)PO At+(dy>P0 Al "\/(At) +<At)( 3:1)

Observemos que

lim 2% _ (4o lim 2Y _ (d¢2
at—o0 At \ At ), ¢ Ao At \ At "

ainda:

At — 0= [Az — 0 e Ay —0],

pois ¢1 e ¢ sendo diferenciaveis em ty sdo continuas em tg. Pas-

sando ao limite a expressao (13.1) com At — 0, temos

dz _ (dz do dz da
(@), (@), (@), (@), (%),

Az\? Ay 2
() + (&)

At — 0. |

poisn — 0 com At — O e — L € Rcom

Exemplo 13.2.1. Seja z = f(z,y) = €™ onde z = sen t e y =
dz
cos t. Calcule I em t = tg.

Solugao: Temos que Py = (¢1(to), ¢2(to)) = (sen to, cos tg).

Logo
(@),= (&), (@), &), (%)
t ), dr)p \dt ), \dy)p \dt ]’
ou seja,
d
(d_i> = (yoe™¥) - (cos tg) + (xoe ™) - (—sen ty)
to

— esen to cos to(

costy — sen’ty).
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E freqiiente encontrar-se z = f(x,%) com y = y(z). Neste caso,

z = f(x,y(x)) = z(z). Ainda

dz 0z dx 0z dy

dr Oz dz | Oy dz
Portanto,

a:_0: 0 dy
de  O0r Oy dx’
Exemplo 13.2.2. Seja z = f(z,y) = 22 4+ y%. Considere a curva

y = ¢(x) = 22 e calcule:
0z
(a) %(17 1)

o) L)

Solugao:

(a) Temos que

0z dy 9
%—2x+2ydx—2x+6yx.
0z
Logo —(1,1)=2-14+6-1-1% =8.
ogo > (1,1) +
dz 0z 0z dy
— (1) =—(1,1 —(1,1) - =—=(1) = 1-3=11.
) W= G0+ - =813

13.3 Derivagao de funcgoes definidas implici-

tamente

A Regra da Cadeia pode ser usada para uma descrigao do processo
de diferenciacao implicita. Suponhamos que a equacdo da forma
F(z,y) = 0 define y implicitamente como uma fungao diferenciavel
de z, ou seja, y = f(z), onde F(z, f(x)) = 0, para todo z no

dominio de f. Se F é diferenciavel, podemos usar a Regra da
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Cadeira para diferenciar ambos os lados da equagao F(x,y) = 0

com relacao a . Como z e y sao ambas funcoes de z, obtemos:

OF dx . oFdy 0
ordx Oydr
No entanto, g_; = 1; entéo, se %—5 7é 0, resolvemos para g—g e
obtemos
dy o
o = _ﬁ- (13.1)
dy

Para derivar essa equagdo assumimos que F'(x,y) = 0 define y
implicitamente em fungao de x. O proximo teorema nos fornece

condigoes segundo as quais essa hipdtese é vélida.

Teorema 13.29. (Teorema da Func¢ao Implicita) Seja F : A C R?
onde A é um aberto e F & de classe C*, (k > 1) em A. Se F
se anula em Py = (zo,y0) € A e %—I;(PO) # 0, entao existe um
intervalo aberto I contendo xg e um aberto B C A, Py € B com
a seguinte propriedade:

Para cada x € I existe um tunico £(z) € R tal que (z,£(z)) € B
e F(z,&(x)) = 0, ou seja, F(z,y) = 0 define y = £(z), implicita-

mente.

Exemplo 13.3.1. Mostre que existe um intervalo I contendo zg =

2, no qual est definida da fungdo y = £(x) satisfazendo 22 + 2y +

dy

y? =7 com £(2) = 1 e encontre 4.

Solugao: Definimos
Fz,y)=a®+ay+y>—17.

Observemos que F é de classe C™ em R2,

oF
1) = —(2,1) =4 .
PR1)=0 e 5 (21) =470
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Pelo Teorema anterior, existe um intervalo I contendo zg = 2 e

uma fungao y = £(z), tais que:
2+ zé(x) + (E(2)? =7, Ve e I

Ainda: £(2) = 1, € é de classe C*°. Temos entao que F(z,y) =
0 define y = &(x) implicitamente, logo, usando a formula 13.1,

obtemos

_dy_ o 2ty
dx %_ r+2y

¢'(z)

Em particular, ¢'(2) = —

NI

Suponhamos agora que z seja dado implicitamente como uma
funcdo z = f(x,y) por uma equagao da forma F(z,y, z) = 0. Isto
é o mesmo que F(z,y, f(z,y)) = 0 para todo (x,y) no dominio de
f- Se F e f forem diferencidveis, utilizamos a Regra da Cadeia

para diferenciar a equagao F'(z,y,z) = 0 como se segue:

oFor oFay OFo:
or 0x Oy Oxr 0z 0x

Mas % =1le % = 0 portanto, essa equagao se escreve
oF OF 0z
— + ——=—=0.
Ox 0z Ox

Se %—5 # 0, resolvendo para % e obtemos:

0z %

la—r 13.2)
oF (

ox e

Analogamente, obtemos

oF

0z e

— = —a=. 13.3)
or (

y 9z

Novamente, uma versao do Teorema da Funcao Implicita nos

da as condigbes sob as quais nossa hipotese é valida. Se F €
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C*, (k > 1) ¢ definida em um aberto contendo Py = (z¢, %o, 20),

onde F(P)) =0e %—F(PO) # 0, entdo a equacao F(z,y,z) = 0

z

define z como uma fungao de x e y perto do ponto Py, e as derivadas
parciais dessa fungao sao dadas pelas formulas (13.2) e (13.3).
Exemplo 13.3.2. Determine g—; e g—z se €% = 2% 4 % + 22

2

Solugao: Seja F(z,y, z) = e*¥*—x?—y%—22. Entdo, das equagoes

(13.2) e (13.3), temos

0z %—g _ yze™F —2x

ox %—f TYery: — 2z
oF

0z 5y  xze™F -2

gy L wyemws — 2z

Outra maneira:

Temos

i(ea:yz) _ e’”yzﬁ(xyz) — oTYz (yz + my%)

Ox ox
e
0 0
£($2 + 9% 4 2%) =22+ 228—;.
Assim
0 0
etV (yz + xya—;> =2x+ 228_;’
ou seja,

0z 2w —yze®™*
Or  xyevyz — 2z

em todo (z,y) € D(f) com zye™?* — 2z # 0.

13.4 Resumo

A Regra da Cadeia é dada pelo seguinte:
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Teorema 13.30. Sejam = = ¢1(t) e y = Pa(t) diferencidveis em ¢
e z = f(x,y) diferenciavel no ponto Py = (¢1(to), ¢2(to)). Entao
z(t) = f(@1(t), ¢2(t)) é diferenciavel em ty e ainda
(), (@), (), (@), (),
dt /,, dz ) p, dt /), dy /) p, dt /),

A Regra da Cadeia pode ser usada para uma descri¢do do pro-
cesso de diferenciagao implicita. Suponhamos que a equagao da
forma F'(z,y) = 0 define y implicitamente como uma func¢ao difer-
enciavel de z, ou seja, y = f(z), onde F(z, f(x)) = 0, para todo x
no dominio de f. Se F' é diferenciavel, podemos usar a Regra da

Cadeira para diferenciar ambos os lados da equagao F(z,y) = 0

com relacdo a . Como x e y sd@o ambas fungoes de x, obtemos:

OFda  OFdy
Or dx Oy dx ’
No entanto, % = 1; entao, se %—5 # 0, resolvemos para % e
obtemos
dy _ Ge
dx %—5

Para derivar essa equagao assumimos que F'(x,y) = 0 define y
implicitamente em fungdo de z. O proximo teorema nos fornece

condigoes segundo as quais essa hipotese é valida.

Teorema 13.31. (Teorema da Funcao Implicita) Seja F': A C R?
onde A é um aberto e F' é de classe C*, (k > 1) em A. Se F
se anula em Py = (z9,y0) € A e %(Pg) # 0, entdao existe um
intervalo aberto I contendo xy e um aberto B C A, Py € B com
a seguinte propriedade:

Para cada x € I existe um tnico £(x) € R tal que (x,&(z)) € B
e F(x,&(x)) = 0, ou seja, F(z,y) = 0 define y = £(z), implicita-

mente.
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13.5 Atividades

01. Calcule %:
dt
(a) z = sen xy, v =3t, ey = t°.

(a) z=In(1 + 2% 4+ 9?), © = sen 3t, ¢ y = cos 3t.

02. Seja f(z,y) = 2 + y2. Considere a curva y = ¢(x) = 3 e
calcule:
a) Z(1,1); b) (1),

03. Seja g(t) = f(3t, 2t2 —1).
(a) Expresse ¢'(t) em termos das derivadas parciais de f.
of 1

(b) Calcule ¢’(0) admitindo %(0, -1) = 3

04. Suponha que, para todo t, f(t2, 2t) = t3 — 3t. Mostre que

of _of
05. Considerando a fungao F(z,y) = f E, 7). Mostre que xa—F + yﬁ =0.
Yy x ox oy

06. A equacio y> + 2y + 2> = 4 define implicitamente alguma
funcao diferenciavel y = y(z)? Em caso afirmativo, expresse g—i
em termos de z e y. (Sugestdo: Observe que (0, V/4) satisfaz
a equacao e utilize o teorema das func¢oes implicitas para o caso

F(z,y) = 0)

07. Mostre que cada uma das equagoes seguintes define implici-
tamente pelo menos uma fungao diferenciavel y = y(z). Expresse

Y em termos de e Y.

dx
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(a) 2®y +seny ==
(b) y* + 22y? + 2t = 3.

08. Suponha que y = y(x) seja diferenciavel e dada implicitamente
pela equagdo z = F(2? +y, y?), onde F(u,v) é suposta diferen-

d
cidvel. Expresse d—y em termos de x, y e das derivadas parciais de
T
F.

13.6 Comentario das Atividades

Essas atividades, sao referentes aos assuntos discutidos no decorrer
desta aula e tém o objetivo de vocé (aluno) exercitar os conceitos
aprendidos.

Lembre-se, sempre, que existem tutores para ajuda-los na res-

olugao dessas atividades.
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