Maximos e Minimos

META
Encontrar os pontos de maximo
e minimo de uma funcao de duas

variaveis a valores reais.

OBJETIVOS
Maximizar e/ou minimizar fungao

de duas variaveis a valores reais.

PRE-REQUISITOS
Limite, continuidade, derivadas par-
ciais e diferenciabilidade de fungoes

de duas varidveis reais a valores

reais.
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Maximos e Minimos

15.1 Introdugao

Vimos no curso de Calculo 1 que um dos principais usos da derivada
ordinéria é na determinagao dos valores maximo e minimo. Nesta
aula, veremos como usar as derivadas parciais para localizar os
pontos de maximo e minimo de uma funcao de duas varidveis.

Este estudo de maximo e minimo de fungoes de duas variaveis
tem aplicagbes em diversas éreas da matematica. Por exemplo,
dado uma chapa com distribuicao de temperatura dada por uma
funcao de duas varidveis reais a valores reais, encontraremos o
ponto de maior e o de menor temperatura desta chapa. (Ver Ex-
emplo 15.3.1).

Iniciemos esta aula com o estudo de méximos e minimos gerais.

Posteriormente, estudaremos maximos e minimos condicionados.

15.2 Pontos de Maximo e Pontos de Minimo

Definigao 15.33. Seja f(z,y) uma fungao a valores reais e seja

Py = (zo,y0) € A, com A C D(f) aberto, dizemos que:

(a) Py é ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanca

V de Py tal que f(P) < f(P), para todo P € V N A.

(b) Py é ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanga

V de Py tal que f(P) > f(P), para todo P € V N A.

(¢) Py é ponto de maximo absoluto (ou global) de f se para
todo P € A, f(P) < f(P). Neste caso, o namero f(Fp) sera de-

nominado valor maximo de f em A.
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(d) Py é ponto de minimo absoluto (ou global) de f se para
todo P € A, f(P) > f(P). Neste caso, o niumero f(Fp) sera de-

nominado valor minimo de f em A.

(e) Py é ponto critico (ou estacionario) de f se fz(Py) = fy(Po) =

Os pontos de maximo e minimo de uma fung¢ao f denominam-se

extremantes de f.

Exemplo 15.2.1. (0,0) ¢ ponto de minimo absoluto de f(z,y) =
22+ e £(0,0) = 0 & o valor minimo de f, pois, f(x,y) > f(0,0),
para todo (z,y) € R2.

O proximo teorema fornece-nos um critério para selecionar, en-
tre os pontos interiores de D(f), candidatos a pontos de maximo

(ou de minimo) locais de f.

Teorema 15.36. Seja Py = (o, yo) um ponto interior de D(f) e
suponhamos que f;(Pp) e fy(P) existam. Nestas condi¢oes, uma
condigao necesséria para que Py seja um extremante local de f é

que Py seja um ponto critico de f, ou seja, fo(Fy) = 0e f,(Fo) = 0.

Demonstragao: Suponhamos que Py seja um ponto de méximo
local de f. Como Py é ponto interior de D(f), existe uma vizin-

hanca B C D(f) de Py, tal que, para todo P € B,

f(P) < f(Po).

Por outro lado, existe um intervalo aberto I, com xy € I, tal que

para todo x € I, (x,yp) € B. Consideremos a fun¢ao g dada por

g(x) = f(z,v0), v € 1.
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Deste modo, temos que g é derivavel em zg (¢'(zo0) = fz(x0,%0)),

o é ponto interior de I e xy é ponto de maximo local de g, dai

g'(z0) =0
e, portanto,
f:c(fL‘anO) = 0.
De modo anélogo, demonstra-se que fy(zo,%0) = 0. [

Segue deste teorema que se (g, yo) for interior a D(f), f difer-
enciavel em (xo,y0) e (2o, yo) extremante local de f, entdo o plano
tangente ao grafico de f em (g, yo, f(x0, yo)) serd paralelo ao plano
Y.

Além disso, o teorema anterior nos diz que se f admite derivadas
parciais em todo os pontos interiores a D(f), entao os pontos criti-
cos de f s@o, entre os pontos interiores de D(f), os tnicos can-
didatos a extremantes locais de f.

Ja vimos que um ponto Py € A que nao é ponto interior de
A, denomina-se ponto de fronteira de A. O teorema anterior nao
se aplica a pontos de fronteira de D(f); um ponto de fronteira de
D(f) pode ser um extremante local sem que as derivadas parci-
ais se anulem nele. Os pontos de fronteira devem ser analisados

separadamente. (Faremos isso a diante.)

Exemplo 15.2.2. Seja f(z,y) = 22+ 3?. Como D(f) = R? ¢ um

conjunto aberto, de

fo(z,y) =22 e fy(z,y) =2y

segue que (0,0) é o unico candidato a extremante local. Como
f(z,y) > f(0,0) = 0, para todo (z,y) € R?, resulta que (0,0) é

um ponto de minimo global de f.
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O proximo exemplo, nos mostrara que a condi¢ao das derivadas

parciais se anularem num ponto nao é suficiente para concluirmos

que tal ponto é um extremante local.

Exemplo 15.2.3. Considere f : R? — R dada por f(x,y) = zy.
Verifica-se sem dificuldade que (0,0) é o tnico ponto critico de
f mais nao ponto de maximo ou de minimo de f. (Para uma

visualizagado geométrica, observe a Figura 15.77)).

Figura 15.77: Ponto de Sela.

O ponto (0,0) neste exemplo, denomina-se ponto de sela.

Quais seriam entao as condigOes suficientes para garantir a na-
tureza de um ponto critico de f7
Para respondermos essa pergunta, precisamos da seguinte definigao.

Seja f(x,y) de classe C2. A funcao dada por

o2 f 9%f
Sz, x,

0?2 0?2

denomina-se hessiano de f. Observe que

32 82 82 2
H(.’Z?,y) = a_xjgc(x7y) ' 8_.7;§(w,y) - [ax—éfy(x7y):| :

O préximo teorema fornece-nos uma condigao suficiente para

um ponto critico de f ser um extremante local de f.
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Teorema 15.37. Sejam f : A ¢ R2 — R, f de classe C? e
Py = (x0,y0) um ponto interior de D(f). Se:
fz(Po) = fy(Py) =0 (Fy é um ponto critico de f) e H(Fp) > 0.
Entao Py é extremante local de f e
(1) Se fzzx(FPo) <0, entdo Py é ponto de maximo local.
(13) Se frzz(Po) > 0, entdo Py é ponto de minimo local.
Se H(Py) < 0, entdao Py nao sera nem ponto de maximo e nem de
minimo, ou seja, Py é ponto de sela.
Se H(Py) = 0, nada se pode afirmar.

A demostracao desse teorema pode ser encontrada facilmente
em livros mais avancgados de Calculo.
Exemplo 15.2.4. Classificar os pontos criticos da funcao f(z,y) =
3zy? 4+ x° — 3.
Solugao: Note que f é de classe C2, pois ¢ uma funcido polino-

mial de duas varidveis. Temos que
fo(z,y) =32 +322 —3=0c 2> +92 =1
fy(z,y) =62y =0 2=0 ou y=0.

Assim, os pontos criticos sao: (0,1), (0,—1), (1,0) e (—1,0).

Observemos que

f ?f

52 (TY) o (TY) 6z 6y
H(z,y) = gg”f o = — 3622 — 36y>
o0y (1Y) G (2,y) 6y G

(7) Analise para o ponto (0,1) :
H(0,1) = —36 < 0.

Logo (0,1) é ponto de sela.

(#4) Analise para o ponto (0, —1) :

H(0,—1) = —36 < 0.
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Logo (0, —1) é ponto de sela.
(797) Analise para o ponto (1,0) :

H(1,0)=36>0 e fu(1,0)=6>0.

Logo (1,0) é ponto de minimo local de f.

(tv) Analise para o ponto (—1,0) :
H(1,00=36>0 e fuu(1,0) = —6 < 0.

Logo (—1,0) é ponto de maximo local de f.
Notemos ainda que: f(1,0) = =2, f(—1,0) = 2 e f(0,1) =
f(0,—1) = 0. Utilizando o programa computacional Maple trace-

mos o grafico de f. (Veja Figura 15.78)

Figura 15.78: Gréfico de f(z,y) = 3zy? + 23 — 3z.

Exemplo 15.2.5. Seja z = f(x,y), com dominio A = {(z,y) €
R%, x> 0ey >0}, onde f(z,y) = 2%y + 3z. O ponto (0,0) é um
ponto de minimo de f em A pois f(x,y) > f(0,0) em A. Como
fo(z,y) = 22y + 3, segue que f,(0,0) = 3 # 0. Este fato néo
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contradiz o Teorema 15.37, pois ele s6 se aplica a ponto interiores

a D(f) e (0,0) nao é um ponto interior a D(f) (D(f) = A).

15.3 Maximos e Minimos sobre Conjuntos

Compactos

Na secao anterior determinamos condig¢oes necessarias e condigoes
suficientes para um ponto de D(f) seja um extremante local de
f. Entretanto, para muitos problemas que ocorrem na pratica é
importante determinar os extremantes em um subconjunto A de
D(f). O Teorema de Weierstrass, que é o proximo teorema a ser
enunciado, fornece-nos condigoes suficientes para a existéncias de

tais extremantes.

Teorema 15.38. Se f(x,y) for continua no subconjunto A, fechado
e limitado, de D(f), entao existiram pontos (z1,y1) e (x2,y2) em

A, tais que, para todo (x,y) € A,

f(a:l?yl) < f(a:vy) < f(IBQ,yQ)-

Lembremos que um conjunto A C R?, fechado e limitado é
chamado de compacto.

Este teorema nos garante que se f for continua em A e A
compacto, entao existirdo pontos (x1,y1) e (z2,y2) em A tais que
f(z1,91) € o valor minimo e f(z2,y2) é o valor maximo de f. As-
sim se estivermos interessados em descobrir os pontos maximos e
minimos absolutos de f : A C R? — R, f continua e A compacto
devemos procura-los entre:

(i) pontos de fronteira de A.
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(74) pontos interiores criticos de f.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 15.3.1. Consideremos uma chapa com a forma D =
{(z,y) € Rz; 2 + y2 < 1} e suponhamos que a temperatura em
D seja dada por T(z,y) = 2% + 2y — z. Determinar o ponto mais
quente e mais frio de D.

Solugao: Como T é continua e D é compacto, pelo Teorema
15.38 sabemos que existem P} = (z1,y1) € Po» = (22,y2) em D,

tais que, para todo P = (x,y) € D,

f(P) < f(P) < f(P).

Assim Pj e P s&o0, respectivamente, os pontos de minimo e maximo
absolutos. Como sabemos, eles podem ocorrer somente em:

(1) pontos interiores criticos de f.

(7i) pontos de fronteira de D.

Vamos procuré-los:

(i) No interior de D = {(z,y) € R?; 2% +y% < 1}

Pontos criticos:

1
Tm(m,y)=2m—1=0@x=§

Ty(z,y) =4y =0y =0.

N

Assim, o tnico ponto critico é o ponto (%, 0) eT (%, 0) = —;.
(i) Na fronteira de D : {(z,y) € R?; 22 +y? = 1}

Temos que 22 4+ y? = 1 e assim y? = 1 — 22, Substituindo 3?2
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em T, obtemos

T(z,y) = 2°+2° —z=T(v,y) =2>+2(1 —2*) —z

= —2l—z+4+2=F(z), -1<z<1.

Chegamos assim ao problema de determinar os pontos maximos e
minimos absolutos de F(z) = —2? —x +2 em [—1,1].

Determinemos os pontos criticos em (—1,1) :
, 1
F(:U):—2x—1:0<:>x:—§.

e F (1) = 2. Ainda, nos pontos extremos, temos F(—1) = 2 e
F(1) = 0. Assim:

Ponto de méximo absoluto de F em [-1,1]: 2 = -1 e F(-3) =
3 =225

Ponto de minimo absoluto de F' em [-1,1] : z =1e F(1) =0.

Voltando ao nosso problema inicial em estudo, temos:

V3

Ty 2

r=1=y=0.

Logo os candidatos a ponto de maximo e minimos de 7" na fronteira

de D sao: (%, :l:@) e (1,0). Temos que

9
T-, £t— | =-=2,2 T(1 =
(15 <2 o 100

Podemos sintetizar as informagoes na tabela a seguir:

Pontos Localizacao | Imagem do ponto
(%, 0) Interior de D 1
(1, 0) Fronteira de D 0

<%> i@) Fronteira de D %
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Conclusao: O ponto mais frio da chapa D é o ponto (%, O) e

sua temperatura é —}l = —0,25. Os pontos mais quente da chapa
sao (%, :I:*/Tg> e a temperatura correspondente é % = 2,25. (Ver

Figura 15.79)

Figura 15.79: Chapa D.

Exemplo 15.3.2. Determine os extremantes de f(z,y) = xy em
A= {(x,y) € R 22 +¢% <1}

Solugao: f é continua e A é compacto; logo, f assume em A
valor maximo e valor minimo. O tnico ponto critico no interior de
A ¢é(0,0), e ja vimos que este ponto critico ndo é um extremante.
Segue que os valores maximo e minimo de f, em A, sao atingidos

na fronteira de A. A fronteira é parametrizada por
x =cos 0

, 0<0<2m.
y = sen 0

Logo, os valores de f na fronteira de A sao fornecidos pela fungao
1
F(0) = f(cosh, senh) = 5 5en 20, 0 <6 <27
Temos que

F'(0) = cos 20 = 0 < 20 = (2k+1)g, k=0,1,2,3.
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Logo os pontos criticos de F' sao

m s

QZZ:F(Z)zl

9:?% F(:%T):—l
0="" = () =1
o="" (0=

F atinge o valor maximo em ) = 7 e ) = %’r; atinge o valor minimo

em 0 = %’T ef = %“. Segue que (g, @ e —ﬁ, —@) sao0 0s

7\/5, g) e (\25, —g) sao os
o

pontos de maximo de f em A; (T

pontos de minimo de f em A. O valor maximo de f em A é %, e

o valor minimo, —3. (Veja Figura 15.80)

A 1

‘\ M2

1
Z=——
2

Figura 15.80: Esbog¢o dos pontos de méximo e minimo de f em A.

15.4 Maximos e Minimos Condicionados

O objetivo desta secdo é o estudo de maximos e minimos de uma

funcao sobre conjuntos do tipo:

{(z,y) € R* ¥(z,y) = 0}.
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Seja f(z,vy) diferenciavel no aberto D C R? e seja B = {(x,y) €

R2; o) (x,y) = 0} onde ¢ é suposta de classe C'! em D; suponhamos,

também, Vi (z,y) # 0 em B. Estamos interessados em determinar
uma condigdo necessaria para que Py = (xo,y0) € B seja um

extremante local de f em B. (Ver Figura 15.81)

\\“-x._._...-/ _.f-!

d(z,y) =0

’yJ

Figura 15.81: Esbogo do problema.

Suponhamos que Py € B seja ponto de maximo local de f em
B, isto é, f(P) < f(Py) para todo P € B.

Analisemos a situagao das curvas de nivel ¢ (z,y) = 0e f(z,y) =
k, keR.

Se P percorre a curva de nivel ¢(z,y) = 0 no sentido indicado
na Figura 15.82, entdao f(P) cresce até o ponto P atingir Py e
depois f(P) comega a decrescer.

J& a situacao da Figura 15.83 nao é possivel, pois depois que
P passa por Py existem pontos tais que f(P) > f(F).

Na Figura 15.82 temos

V(R = AVi(R).

Notemos ainda na Figura 15.84, uma situa¢ao em que V f(Py) =

&P
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Figura 15.82: curvas de Figura 15.83: curvas de

nivel Y(z,y) = 0 e nivel Y(z,y) = 0 e
fl@y) =k, kER. fley) =k, kR

AV (Py) e no entanto Py nao é ponto de maximo ou de minimo

de f condicionado a curva ¢ (z,y) = 0.

ViR)

PRAWVLY)]

I,/”‘-— ;; -“--“‘x‘\ e -

-~ - /Lxx ~.f = Ks
e E

o E e Nf= Ky
sl iR ~f=K,
7 b TR f=Ks
~ =0 \\f = Kj

Figura 15.84: Esbogo do problema.

Formalizemos a discussao anterior:

Teorema 15.39. Seja f(x,y) diferenciavel no aberto D e seja
= {(z,y) € B; ¥(x,y) = 0}, onde 1 & suposta de classe C*
em D e Vy(z,y) # (0,0), para todo (z,y) € B. Uma condigao

necessaria para que (zg,yo) € B seja extremante local de f em B
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é que exista um real A tal que

V f(z0,90) = AV (z0,%0)-

(o nimero A é chamado Multiplicador de Lagrange)

A demonstracdo desse teorema pode ser encontrada nos livros
de Calculo mais avangados.

Entéao, sendo f(z,y) diferenciavel no aberto D e B = {(x,y) €
B; (x,y) = 0}, onde v é suposta de classe C! em D e Vi) (z,y) #
(0,0) em B, os candidatos a extremantes locais de f em B sao os

(z,y) € D que tornam compativel o sistema

b(x,y) =0

Estabelecemos assim uma condi¢ao necessaria para um ponto (o, yo)

ser um extremante local de f em B.

Exemplo 15.4.1. Encontre o méaximo de f(x,y) = zy sobre a
curva Y(z,y) = (z + 1) + 9% — 1 =0.
Solugao: Observemos que o conjunto B = {(z,y) € R?; v (z,y) =
0} = {(z,y) € R% (z+1)2+y? =1} é compacto e f é continua.
Logo f atinge seus extremos em B.
Temos Vi(z,y) = (2(x + 1), 2y). Assim V¢ = (0,0) se, e
somente se, (z,y) = (—1,0). Portanto, V4 # 0,V(z,y) € B.
Temos também que V f(z,y) = (y,x). Logo, no ponto extremo

de f em B, devemos ter

Vf(a:,y) = )\V?ﬁ(.’]),y),
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ou seja,

y=A2(x+1)
T = A2y

¢($ay) =0

(z+1)2+y*=1

Sey=0=z=0. Sey;éo,temos/\:;—ye,assim,

y:;—y2(aj+1):>y2:x2+a:

. Substituindo y? = 22 + z em (x + 1)? + 32 = 1, obtemos

3
(x+ 1) +2°+2=1222+3=0<2=0 ou T=—3

Paraz=0=—=y=0=— 2y = 0.

Parax:—%:>y:§:>xy:%‘/§.
Para:nz—%:yz—@:xyz%.

Portanto, <—%, %) é ponto de minimo e (—

ponto de méaximo. (Veja a Figura 15.85)

[\][%)
|
w
W~
B
—
@

Figura 15.85: Localizagao dos pontos de maximo e de minimo de

f(z,y) = zy em B.
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Exemplo 15.4.2. Encontre a menor distancia da origem a um
ponto da elipse ¥(x,y) = 822 — 12xy + 17y? = 20.
Solugao: Queremos minimizar f(z,y) = 2 + y? (Podemos pen-
sar assim, pois a disténcia é positiva e portanto basta minimizar
seu quadrado).

Observemos que f é continua e a elipse é um conjunto com-
pacto. Assim, f atinge seus extremos.

Temos:
Vi (z,y) = (162 — 12y, 34y — 12z) £ 0

nos pontos da elipse; e Vf(z,y) = (2z, 2y).
Se Vf(z,y) = A\Vi(z,y), entao
x = A\(8x — 6y)
y = AN17y — 6x)
Podemos supor 8x — 6y # 0, uma vez que se 8x — 6y =0 = x =

0 = y = 0, ponto que nao esta sobre a elipse.

Assim,

(17y — 6x) = 622 — 9zy — 6y = 0,

:}y:

- xr
8z — 6y 8z — 6y

a qual juntamente com 8z —12zy+17y% = 20 fornecerd y = :l:%g.

Calculando x obtemos os pontos

(5% 50) (5 50)- (57 97) (9

575 57 5 5 5 5 5
Calculando a imagem desses pontos por f obtemos:

f(ig %):f<_% —%>:4

57 5 5’ )
Vs 2v5\ _ (V5 25\ _
Nes 5 )=\ 5 75 )=
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Assim, os pontos da elipse mais proximos da origem séo: (—%, 27\/5)

(5.

e (%% ——). Os pontos da elipse mais distantes da origem sao:
<%, %) e (—%, —QT\/g) (Veja Figura 15.86)

,_,
I.L
2
=
\ “"|1‘.-'1

Nl

hY

hY

-

I
|
1

\

I\

wS ™

Figura 15.86: Pontos da elipse que estao mais proximos e mais

distantes da origem.

15.5 Resumo

Faremos, agora, um resumo das principais defini¢oes e resultados

vistos nesta aula.

Definicao 15.34. Seja f(z,y) uma funcdo a valores reais e seja

Py = (x0,90) € A, com A C D(f) aberto, dizemos que:

(a) Py é ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanca

V de Py tal que f(P) < f(P), para todo P € V N A.

(b) Py é ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanga

V de Py tal que f(P) > f(Fo), para todo P € V N A.

2
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(¢c) Py ¢ ponto de maximo absoluto (ou global) de f se para
todo P € A, f(P) < f(P). Neste caso, o namero f(Fp) sera de-

nominado valor maximo de f em A.

(d) Py é ponto de minimo absoluto (ou global) de f se para
todo P € A, f(P) > f(P). Neste caso, o nimero f(Fp) sera de-

nominado valor minimo de f em A.

(e) Py é ponto critico (ou estacionério) de f se fz(Py) = fy(Po) =

O proximo teorema nos da uma condicdo necessaria para que

um ponto seja um extremante local de uma funcao.

Teorema 15.40. Sejam f : A € R?2 — R, f de classe C? e
Py = (x0,y0) um ponto interior de D(f). Se:

f2(Po) = fy(Po) =0 (Fy é um ponto critico de f) e H(FPy) > 0.
Entao Py é extremante local de f e

(7) Se fz2(Po) < 0, entdo Py é ponto de méaximo local.

(7i) Se fzz(Py) > 0, entdo Py é ponto de minimo local.

Se H(Py) < 0, entdo Py ndo serd nem ponto de maximo e nem de
minimo, ou seja, Py é ponto de sela.

Se H(Fy) = 0, nada se pode afirmar.

Muitos problemas que ocorrem na pratica é importante deter-
minar os extremantes em um subconjunto A de D(f). O Teorema
de Weierstrass, que é o proximo teorema a ser enunciado, fornece-

nos condig¢Oes suficientes para a existéncias de tais extremantes.

Teorema 15.41. Se f(x,y) for continua no subconjunto A, fechado
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e limitado, de D(f), entao existiram pontos (z1,y1) e (x2,y2) em

A, tais que, para todo (z,y) € A,

flz1,y1) < f(z,y) < fw2,2).

No estudo de maximos e minimos de uma fungéo sobre conjun-

tos do tipo:
{(z,y) € R?; ¢(z,y) = 0},
usaremos o seguinte:

Teorema 15.42. Seja f(x,y) diferenciavel no aberto D e seja

= {(z,y) € B; ¥(x,y) = 0}, onde 1 & suposta de classe C*
em D e Vy(z,y) # (0,0), para todo (z,y) € B. Uma condigao
necessaria para que (zo,yp) € B seja extremante local de f em B

é que exista um real A tal que

V f(z0,90) = AV (z0,Y0)-

(o nimero A é chamado Multiplicador de Lagrange)

15.6 Atividades

01. Estude as fungoes abaixo quanto & pontos extremos:
(@) fz,y) = (y — 2*)* + 2%
(0) fla,y) = (x—y)*' + (y = %

27 27
02. Calcular os extremos de z = f(z,y) =2y + — + —.
x

Y

03. Calcular os pontos extremos da funcao z = f(z,y) = (z — 3)® + (y — 2)%.
(Nota: Observe que H = 0.)
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04. Achar o ponto do plano 2z — y — 2z = 16 mais proximo da

origem. (Sugestao: Procure tirar y como fungao de x e z.)

05. Uma chapa retangular D é determinada pelas retas x = 3,
y=>5 x=0ey = 0. A temperatura da chapa ¢ T(x,y) =
xy? — x?y + 100. Determinar o ponto mais quente e o ponto mais

frio da chapa.

06. Qual é o ponto (x,y) do plano que tem a propriedade de ter
como minima a soma de sua distancia ao eixo x com duas vezes a

sua distancia ao ponto (0,1)7

07. Achar os méaximos e minimos locais de f(z,y) = 23 +y> -3z —

12y 4 20.

08. Os leitos de dois rios sdo aproximadamente representados pela

2

pardbola y = x e a reta © — y — 2 = 0. Deseja-se reunir os dois

cursos por um canal retilineo de tal maneira que o comprimento
seja minimo. Qual s&o os pontos pelos quais deve passar o canal.

(Observagao: Distancia de um ponto (z,y) a reta ax + by +c =0
axg + byo + ¢ )

é dada por

09. Calcular o maximo e o minimo de f(x,y) =z + y sujeito a
condicao 22 + y% = 1. Observe que de fato eles existem. Desenhe

os vetores gradientes de f(z,y) e de ¥(z,y) = 2% + y>.

10. Calcule os pontos extremos de f(z,y) = 4ay — 222 — y*.
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11. Achar a maior e a menor distancia de um ponto situado sobre
2

aelipse%+y2:1aretax+y—420.

15.7 Comentario das Atividades

Essas atividades, sao referentes aos assuntos discutidos no decorrer
desta aula e tém o objetivo de vocé (aluno) exercitar os conceitos
aprendidos.

Lembre-se, sempre, que existem tutores para ajuda-los na res-

olugao dessas atividades.
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