AULA

Probabilidade

META:

Do mesmo modo que acontece com a teoria da mecénica, que
atribui defini¢bes precisas a termos de uso diario, como trabalho
e forga, também a teoria das probabilidades tenta, quantificar,
a nocao de provavel através de um conjunto de regras matemati-
cas. Trabalhar o que sejam experimentos aleatérios, visto que estes
diferentemente dos experimentos deterministicos s6 tém resultados
conhecidos apds sua realizagao.

OBJETIVOS:

No final da aula 3 Diferenciar um experimento aleatério do exper-
imento deterministico. Elaborar espagos amostrais para os exper-
imentos aleatérios. Trabalhar com os principais tipos de eventos
e calcular as probabilidades de ocorréncia de eventos associados a
experimentos probabilisticos.
PRE-REQUISITOS:Conhecimentos de Teoria dos Conjuntos e

Analise Combinatoria.
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3.1 Introducao

Caros alunos a definicdo de probabilidade como o quociente
do nimero de “casos favoraveis” sobre o numero de “casos pos-
siveis” foi a primeira definicao formal de probabilidade, e apareceu
pela primeira vez em forma clara na obra Liber de Ludo Aleae
de Jeronimo Cardano (1501-1576). Sabemos que a utilizagao das
probabilidades indica a existéncia de um elemento de acaso, ou de
incerteza, quanto & ocorréncia ou nao de um evento. Estes eventos
mesmo possuindo determinadas tendéncias de ocorréncias podem
levar a distintos resultados, quando repetidos nas mesmas circun-
stancias, dificultando dessa maneira a previsdo de um resultado
futuro. Assim é que, em muitos casos, pode ser virtualmente im-
possivel afirmar o que ocorreréd com determinado experimento. No
entanto embora nao seja possivel estabelecer a priori os resulta-
dos de uma experiéncia, podem-se prever com certo grau de segu-
ranga, seus possiveis resultados(SAMUEL,2009). Para um melhor
entendimento do conceito de probabilidade faz-se necessério a in-

troducao de algumas defini¢bes que serdo apresentadas a seguir.

3.2 Experimento Aleatério, Espaco Amostral e

Evento

Experimento é um ensaio cientifico usado para a verificacao de
relagoes entre fatos bem definidos, também denominado de Ezper-
iéncia ou experimentacdo. Um experimento pode ser de dois tipos:
Experimento Deterministico e Aleatorio. Um experimento Deter-

ministico é aquele que ao executarmos certa acao sob condigoes,
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quase idénticas, chegaremos essencialmente aos mesmos resulta-
dos, controlando todos os fatores influenciantes. Por exemplo, ao
largar uma moeda, sabemos que ela caird no chao. Mas experi-
mentos onde, mesmo tomando todas as precaugoes, nao é possivel
conhecer o valor exato do resultado, sao chamados de experimentos
Aleatoérios. Logo temos a seguinte definicdo. Procedimento que,
ao ser repetido sob as mesmas condi¢oes, pode fornecer resultados

diferentes ou um procedimento cujo resultado é incerto .

Como exemplos de experimentos aleatorios podemos citar, o lan¢ar
de uma moeda e observar que face vai esta voltada para cima, o
sortear um numero inteiro entre um e cem através de algum pro-
cedimento aleatorio, lancar um dado e verificar que nimero da face
voltado para cima. Para estes procedimentos, mesmo nao sabendo
qual resultado ira ocorrer, podemos enumerar todos os possiveis re-
sultados e montarmos um conjunto, que é denominado de Espago

Amostral.

O conjunto que possui todos possiveis resultados de um experi-
mento aleatério, cuja notacgao é .S, denotamos por Espago Amostral.
Como exemplos de espagos amostrais, temos: o jogar de uma
moeda que tem como espago amostral o conjunto , S = (C, Co)
em que C' representa cara e C'o representa coroa; O langar de um
dado tem como espacgo amostral, S = 1,2,3,4,5,6.

Ao realizarmos um experimento aleatorio, muitas vezes, podemos
estar interessados na ocorréncia de um resultado especifico. Por
exemplo, no lancamento de um dado, podemos estar interessados
nos valores pares, representado pelo conjunto A = (2,4,6) ou nos
nameros impares, representado por B = (1,3,5), que sao subcon-

juntos de S. Assim aos conjuntos A e B damos o nome de eventos
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do experimento aleatério langamento de um dado com a seguinte
definicao formal:
Os subconjuntos de um espago amostral S denotados por letras

latinas maitsculas do inicio do alfabeto sao chamamos de eventos.

OBS 3.1. A idéia logica de ocorréncia de um evento é a seguinte:
se um elemento do conjunto (evento) ocorre, entdo o conjunto

(evento) ocorre.

Sendo S =(KK,KC,CK,CC) temos como um evento possivel A:sair
uma cara dado por: A=KC,CK. Sendo §=24, 25, 26, 27,28 temos o

evento possivel B: sortear nameros pares dado por: B=(25,27,26).

OBS 3.2. Com o auxilio da teoria dos conjuntos, em especial as
operagoes de conjuntos, podemos formar outros eventos contidos

em S. Entao:

e AUB é o evento “ou A ou B ou ambos”, é chamado da uniao

de A e B;

e AN B ¢é o evento “ambos A e B” é chamado a interseccao

entre A e B;

e A€ ou A é o evento “nao-A ” é chamado de complemento de

A;

e A—B = ANB é o evento “A mas nao B”, é chamado da

diferenca entre A e B;

OBS 3.3. Quando ocorre A N B = @ dizemos que estes eventos

sao disjuntos.
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3.3 Definicao formal de Probabilidade

Ao realizarmos um experimento sempre teremos um grau de in-
certeza associado a seus resultados, mesmo que este ja tenha sido
realizado varias vezes. Por exemplo, podemos jogar 1000 vezes
uma moeda e em todas as realizacoes do experimento obter coroa
como resultado, mas este resultado é muito remoto. A chance ou
probabilidade com a qual podemos esperar que um evento ocorra,
é representada como um niimero real entre 0 e 1. Ou seja, a chance
de ocorréncia de um evento esta sempre entre a impossibilidade e
a certeza. Assim Passamos entdo a defini¢ao formal de probabili-
dade.

Seja S espaco amostral. Uma funcdo P definida para todos os

subconjuntos de S é chamada de probabilidade se:

1. 0 < P(A) <1, para todo o evento A C S, isto é, a probabil-

idade de qualquer evento esta entre 0 e 1;
2. P(S) =1, onde S é o espago amostral.
3. P(@) =0, isto é, o evento impossivel tem probabilidade zero;

4. Se Ay e Ay sdo disjuntos (também chamados de mutuamente

exclusivos) temos que:[P(A; U Ay) = P(A1) + P(A2)]

teoremal Se A; C Ay entdo P(A;) < P(A2) e P(Ay — Ay) =
P(Az) = P(Ay).

teorema2 Se A é o complementar de A, entdo P(A) =1 — P(A)
teorema3 Se A = Ay, Ao, ..., A, onde Ay, A, As, ..., A, 880 even-
tos mutuamente exclusivos, entao P(A) = P(A;)+P(A2)+P(A3)+
...+ P(4,)

3
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3.4 Variavel aleatoria e Variavel Aleatoria Disc-

reta

Uma variavel aleatéria pode ser entendida como uma varidvel
quantitativa, cujo resultado (valor) depende de fatores aleatorios.
Matematicamente, variavel aleatoria é uma funcao que associa el-
ementos do espago amostral a valores numéricos, ou seja, X : S —
R. Representamos as variaveis aleatorias por letras maiusculas e

suas ocorréncias por letras mintsculas.

Imagine o langamento de um dado honesto. De antemao, podemos
conhecer os seus possiveis resultados S = 1,2,3,4,5,6, mas o re-
sultado em si depende de fatores de sorte. Assim, nesse exemplo,o
resultado obtido no langamento é uma variavel aleatoria. Mais
um exemplo. Suponha a experiéncia aleatéria langar trés moedas,
e considere X = numero de ocorréncias da face cara. O espago
amostral do experimento S é: S = f(cara; cara; cara); (cara; cara;
coroa); (cara; coroa; cara); (cara; coroa; coroa); (coroa; cara; cara);
(coroa; cara; coroa); (coroa; coroa; cara); (coroa; coroa; coroa).
Ainda em termos formais, podemos conceituar Variavel aleatoria
como uma funcao que associa a todo evento pertencente a uma
particdo do espaco amostral a um dnico ntmero real. Uma var-
iavel aleatoria pode ser ainda uma fungao (transformagao) dessa
variavel aleatoria original (ou seja, uma func¢ao da fungao, uma
funcdo composta).

E importante salientar que a partir do mesmo espaco amostral é
possivel definir outras variaveis aleatorias, por exemplo, no langa-
mento de dois dados, podemos estar interessados na variavel aleatoria

(X: a soma das faces). Mas poderiamos estar interessados em
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outra variavel como, por exemplo - (Y: o produto as faces ser 10),
e assim por diante. Podemos também salientar que baseados em
uma varidvel montar outra. Digamos que, um jogador ganhe R$
10,00 se a soma dos valores das faces for 7, 9 ou 12 e perde R$
20,00 caso contrario. Neste caso estamos definido outra varidvel
aleatoria denominada por Z: o ganho do jogador e notamos que

esta é uma funcao composta da Varidvel Aleatoria X.

Uma variavel aleatéria é dita discreta quando ela assume somente
valores inteiros num conjunto enumerével de pontos do conjunto
real, isto é: é uma fungao que associa a cada ponto de um espaco
amostral, um niimero real. A soma das probabilidades de todos os

valores assumidos por esta variavel é igual a 1(SAMUEL,2009).

Uma, variavel X é classificada como discreta, se assume somente um
nimero enumeravel de valores (finito ou infinito). E sendo X uma
variavel aleatoria discreta com valores possiveis {x1, 2,3, ..., a
funcao que atribui probabilidade a cada um destes possiveis valores

é chamada de funcao de probabilidade e é definida por:

P(X =x;)=p(x;),k=1,2,3,.. (3.41)

se os numeros p(z;)i = 1,2, ... satisfizerem as condigoes:

p(zi) = 0; Zp(wi) =1 (3.42)

com a soma percorrendo todos os valores possiveis de X (eventual-

mente finitos).

3
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3.5 Esperanca de uma Variavel Aleatéria

A média, valor esperado ou esperanca matematica de uma Variavel

Aleatoéria X é dada por:
pw=FEX)= Z x; - p(x;) (3.43)

com a soma percorrendo todos os valores possiveis de X (eventual-
mente finitos).

Propriedades do Valor Esperado:

[T

1. seja X uma v.a. dada por X = c onde “c” é uma constante

entao E(c) = ¢

2. sejam X e Y variaveis aleatérias, de modo que X <Y, entao,

E(X) <E(Y);

3. se Y é uma v.a. de modo que Y = a + bX onde a e b sao

constantes, entdao E(Y) = F(a +bX) = a £ bE(X);
4. se X eY sdo v.a., entdo BE(X +Y)=FE(X)+ E(Y);

5. se X e Y sdo v.a. independentes, entdo E(X -Y) = E(X) -
E(Y).

Seja X uma variavel aleatoria discreta, definimos a varidncia de X,

denotada por V(X) ou o2 , da seguinte maneira:

V(X) = B(X?) - [E(X)P (3.44)

Sendo:

E(X?) = (2:)*-p(a:) (3.45)

Propriedades da Variancia:
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. s8¢ Y =a+bX onde a e b sao constantes, temos 3
Var(a4bX) = b*Var(X)

. se X e Y sao variaveis aleatorias independentes entao, temos

que
Var(X +£Y)=Var(X)+ Var(Y)

. A variancia de uma constante é nula; i.e. se “c¢’ é uma con-

stante, entdo Var(c) = 0.
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3.6 Exemplos

Vamos ilustrar conceito de Probabilidade, Variadvel Aleatoéria e

Esperanca com exemplos.

Exemplol.Jogar uma moeda uma tunica vez. Tem como espago
amostral:
SOLUCAO: o conjunto , S =(C, Co) em que C representa cara

e Co representa coroa;

Exemplo2.Ao lancar de um dado uma tunica vez determine o es-

pago amostral: SOLUGCAO: S —(1,2,3,4,5,6)

Exemplo3. Seja o espago amostral referente ao langamento de
um dado S = (1,, 2, 3,, 4,, 5,, 6). Determine: nimeros menores que
4, nameros impares. SOLUCAO:

a) nimeros menores que 4: A = (1, 2, 3)

b) nimeros impares: B = (1, 3, 5)

Exemplo4. Sendo P(A)=1/2 e P(AU B) = 3/4, obtenha P(B)
no seguinte caso: A e B sao disjuntos.

SOLUCAO:

Passo 1 Como os eventos sao disjuntos (A N B)=0

logo,

P(B)=P(AUB)—-P(A)=3/4—-1/2=1/4

Exemplo5.Seja X uma varidvel aleatoria que representa o nimero
de meninas de uma familia com 4 criancas. Determine a dis-
tribuicao de probabilidade de X.

SOLUCAO:
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Passo 1 S — (MMMM; MMMF; MMFM; MFMM; FMMM; 3
MMFF; MFMF; MFFM; FFMM; FMFM; FMMF; FFFM; FFMF;
FMFF; MFFF; FFFF)

Passo 2 Distribuigao de Probabilidade de nascimento de meninas.

Tabela 3.1: Distribuicao de Probabilidade
X 0 1 2 3 4

P(X) 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

Exemplo6. A e B jogam 120 partidas de xadrez, das quais A
ganha 60, B ganha 40 e 20 terminam empatadas. A e B concordam
em jogar 3 partidas. Determinar a probabilidade de: A ganhar
todas as trés.

SOLUCAO:

Passo 1

Defina o evento A ganhar as trés partidas como - G
P(G)=3%x1ix3=0125

Exemplo6.Suponha que uma variavel aleatoria X possa assumir
somente quatro valores: -2, 0,1, e4 eque P(X =-2) = 0,1 ; P(X =
0) =04; P(X=1) =0,3eP(X =4) = 0,2. calcule a Esperanca.
SOLUCAO:

Passo 1

E(X)=(-2x0,1)4 (0x 0,4) + (1 x 0,3) + (4 x 0,2) = 0,9

3.7 Conclusao

Na aula de hoje, vimos os conceitos basicos da teoria da prob-

abilidade, muito aplicada em Teste de Hipotese e Estatistica Ex-
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perimental. No ensino de probabilidade, devemos considerar que
nosso papel como professor de estatistica é levar o aluno a com-
preender a importancia da probabilidade nas tomadas de decisoes
mais acertadas. Vimos também o conceito de variavel aleatéria
e esperanca matematica que sao muito importantes na teoria de
probabilidade e teste de Hipoteses.

O aluno deve ser capaz de elaborar uma Distribuicao de Prob-
abilidade de variavel aleatoéria discreta onde vai associar a cada
valor assumido pela variavel sua respectiva probabilidade de ocor-
réncia. Com a Distribuicao de probabilidade vocé pode calcular
os parametros desta varidvel, representados pelo Valor Esperado
ou Esperanga Matematica e Variancia, estimativas dos paramet-
ros calculados com base nos dados de uma populagao ja vistos em

aulas anteriores.

RESUMO

Com o estudo da probabilidade vocé vai melhor entender como
se movimentam as atividades econ6micas e sociais de um grande
agregado. Também a natureza se faz presente de forma diferenci-
ada a depender da maior probabilidade de ocorréncia de certa car-
acteristica que de certa forma passa a ser esperada pela tendéncia
histérica daquele movimento. Nesta aula o aluno tomou conheci-
mento de conceitos muito importantes na continuacao dos estudos
sobre probabilidades e uso de das distribui¢cées de probabilidades.
Uma varidvel aleatéria sempre esta associada & ocorréncia de val-
ores esperados, mas nao certos e que esta variavel pode ser discreta

ou continua. Na varidvel aleatoria discreta estes valores podem ser
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contados visto que seu intervalo é finito. Utilizando dados de uma
variavel aleatoria discreta é possivel organizar os mesmos em uma
distribuicao de probabilidades e a partir deste conjunto calcular
a Esperanca Matematica e Varidncia. FEstes parimetros repre-
sentam estimativas para a média aritmética e varidncia de uma
populagao(SAMUEL,2009).

Dando sequéncia aos temas abordados por esta aula chegamos as
distribuigoes de frequéncias e como utiliza-las em determinados
experimentos. Estas distribuicoes foram formalizadas de acordo a
ocorréncia de determinadas caracteristicas da variavel investigada.
A partir dessa associacao modelos de distribuigoes sao criados para
facilitar a investigagao de determinados experimentos em um valor
especifico ou no total do seu espago amostral.

Utilizando dados de uma Variavel Aleatoria Discreta e de uma pos-
sivel organizar os mesmos em uma distribuicdo de probabilidades
e a partir deste conjunto calcular a Esperanca Matematica e Var-
iancia. Estes parametros representam estimativas para a média

aritmética e varidncia de uma populacao.

PROXIMA AULA

na préoxima aula veremos as principais Distribui¢oes Discretas

de probabilidade e Varidvel Aleatoria Continua.

ATIVIDADES

Deixamos como atividades alguns problemas problemas refer-

ente ao assunto estudado.
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OBS 3.4. Todas as atividades serao respondidas na aula presen-

cial.

ATIV. 3.1. Sejam A e B eventos tais que P(A) =0,2; P(B) =p
;: P(AU B) = 0,6. Calcular p considerando A e B:

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao os
exemplos acima, eles lhe servirao de guia.

a) Mutuamente exclusivos

ATIV. 3.2. As probabilidades de 3 jogadores A, B e C marcarem
um gol quando cobram um pénalti sdo 2/3, 4/5 e 7/10, respecti-
vamente. Se cada um cobrar uma Unica vez, qual a probabilidade
de que pelo menos um marque um gol.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao os

exemplos acima, eles lhe servirao de guia.

ATIV. 3.3. Sabe-se que a chegada de clientes a uma loja de ma-
terial computacional, durante intervalos aleatoriamente escolhidos
de 10 minutos, segue uma distribui¢ao de probabilidade dada na
tabela abaixo. Calcule o niimero esperado de chegada de clientes
por intervalo de 10 minutos, e calcule também o desvio padrao das

chegadas.

Namero de chegadas X | 0 1 2 3 4 5
P(X) 0,15 0,25 0,25 0,2 0,1 0,05

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencdo os

exemplos acima, eles lhe servirao de guia.

ATIV. 3.4. Um grupo de alunos é formado por 10 alunos nascidos
no municipio de Simao Dias, 6 no de Poco Verde e 4 em Tobias

Barreto. Escolhendo ao acaso um aluno qual a probabilidade que
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ele tenha nascido em Simao Dias ou em Tobias Barreto. 3
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao os

exemplos acima, eles lhe servirao de guia.

ATIV. 3.5. Sendo P(A)=1/2 e P(AU B) = 3/4, obtenha P(B)
no seguinte caso: A e B sdo disjuntos.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao os

exemplos acima, eles lhe servirao de guia.

AUTO-AVALIACAO
Sou capaz de entender o que é Probabilidade ?

Sou capaz de calcular uma esperanga Matematica?
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