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AULA

Integrais Duplas

META:

Apresentar integrais duplas de fung¢des de valores reais e dominio
em R2.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir a integral dupla de fungoes de valores reais e dominio em
R2.

Calcular algumas integrais duplas de fungoes de valores reais e do-
minio em R2.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fungdes de valores reais com do-

minio em R, da disciplina Célculo I.
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1.1 Introducao

Caros alunos iniciamos aqui nosso curso de Calculo III com o tema
“Integrais Dupla”. A integracdo dupla, em esséncia, é uma exten-
sao natural da integral simples vista em Calculo I e definida como
limite de somas de Riemann. Na pratica, a integragao dupla é
dada por duas integracoes simples, cada uma efetuada sobre uma
variavel e considerando as demais como constantes. E o que de-
nominamos de integrais interadas. Suas caracteristicas e detalhes
proprios serao vistas ao longo do nosso curso, nas préximas duas

aulas.

1.2 Integral Dupla: Dominios Retangulares

Comegamos por considerar uma funcao f definida em um dominio
retangular R = {(x,y) € R?|a <z < bAc <y < d}. Formalmente
f :a,b] x [¢,d] — R. Usando a imaginagdo, pensemos em R co-
berta por uma rede de retas paralelas aos eixos coordenados e que
dividem R em pequenos retangulos (Fig. 1.1) . Oficialmente, con-
sideraremos duas particoes Pla,b] = {zg = a,z1,...,2j,Tj41,. ..,
Ty = b} e Ple,d] = {yo = ¢, 91, Yk, Yk+1,---,Yn = d} onde
como visto em Célculo I temos: zp < 71 < -+ < 25 < Tj11 <
e <aTmey <y < <Yp <Y1 <o < Yn-

Desta forma cada um dos pequenos subintervalos I; = [z;_1,z;]
e Jr = [Yk—1,Yk) tém comprimentos Az; = x; — xj_1 e Ay, =
Yk — Yr_1, respectivamente. Definimos, agora, a uma particdo para
o retangulo R por P = P[R] = Pla,b] x P[e,d], o produto carte-
siano das partigoes Pla,b] e P[c,d]. As retas retalham a regiao

R em uma série de retangulos Ajp = [zj_1,2;] X [yp—1,9k),1 <
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Figura 1.1: Particao de R = [a, b] X [c, d]

j < m,1 <k <n. A area de cada pequeno retangulo é dada
por AAj, = AxjAy,. Como tanto Ax; quanto Ay, sao dife-
rentes de zero, a area de cada pequeno reténgulo é também di-
ferente de zero. Podemos entao definir a norma da particdo por:

|P| = max (AAj;), que corresponde a major area entre todos os
1<j<m
1<k<n

pequeno retangulo.

Pausa para respirar que ja vamos definir a integral dupla sobre
dominios retangulares. Para isto tomamos um ponto (§;,(x) €
[€j—1,2;] X [yk—1, Y] em cada pequeno retangulo e definimos a se-

guinte soma de Riemann:

n

Smn:i

j=1k=1

(&5, G)AA

A integral dupla da fungao f(z,y) sobre o retangulo R, denotada
/ / f(z,y)dxdy sera entdao definida como o seguinte limite:
R

def .
r,y)dzdy = lim Sy,
[ [ st ety ™

BIOGRAFIA

Georg Friedrich
Bernhard Riemann
nasceu em Breselenz,
Reino de Hanobver,
17 de Setembro de
1826 e morreu em
Selasca, Italia, 20 de
Junho de 1866, foi um
matemaético alemao,
com contribuigoes
fundamentais para a
analise e a geometria
diferencial. Wikipedia
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Figura 1.2: Soma de Riemann para f(z,y) em R = [a,b] X [c, d]

1.3 Integral Dupla: Dominios Nao Retangula-

res Limitados

Para definir a integral dupla de uma funcdo f : D C R? — R

onde D é nao é uma regiao retangular, porém é limitada, co-

mecamos por considerar uma funcao F definida em um domi-

nio retangular R = {(z,y) € R?la < < bAc <y < d} tal
x, ,(x,y) e D

que D C Re F(z,y) = f@y) @) . Formalmente

0 (2,y) ¢ D
F : [a,b] X [c,d] — R é uma extensao da fungao f(x,y). Usando

a imaginacao, pensemos em R coberta por uma rede de retas pa-
ralelas aos eixos coordenados e que dividem R em pequenos re-
tangulos e procedemos como na integral dupla sobre dominios re-
tangulares, considerando a uma particao para o retdngulo R por

P = P[R] = Pla,b] x Plc,d], o produto cartesiano das parti¢oes
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Pla,b] e Plc,d] onde Pla,b] = {zog =a,z1,...,2,Tj41,..., Tm =
b} e Ple,d] = {yo = ¢, Y15+ Yks Ykt1,- - -, Yn = d}. Do mesmo

modo definimos a norma da particdo por: |P| = max (AAj)
SJjsm
1<k<n

onde AA]k = Aﬁ,’jAyk, A.Tj =T —Tj—1 € Ayk =Yk — Yk—1- To-
mamos um ponto (&, Ck) € [xj—1, ;] X [yx—1, yx) em cada pequeno
retangulo e definimos a seguinte soma de Riemann para a funcao

estendida F'(z,y):

m n

Smn =Y > F(&.G)AAy,

j=1 k=1

A integral dupla da funcdo f(z,%) sobre o dominio D C R2, deno-
tada / / f(z,y)dxdy sera entao definida como o seguinte limite:
D

def ..
dedy % 1im S,
//Df(ﬂ%y) vy = lim

. Observem na parti¢ao (Fig. 1.3) que apenas os pequenos retan-
gulos cinza claro contribuem para a soma de Riemann os demais
tém contribuicao nula visto que o ponto escolhido dentro destes

estdo fora de D C R? e portanto F(&j, ;) = 0.

1.4 Interpretacao Geométrica

Quando a funcao f(z,y) é positiva na regiao R, como a da (Fig.
1.2), vemos que a soma de Riemann aproxima o volume do prisma
solido reto limitado inferiormente por R e superiormente pela su-
perficie z = f(z,y) e quanto maior for o refinamento da parti¢ao
de R melhor serd a aproximagao. Podemos entao, interpretar a
integral dupla / /R f(z,y)dxdy como o volume do prisma sélido

reto limitado inferiormente por R e superiormente pela superficie

z = f(x7y)'

1

15
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Figura 1.3: Particao para F(x,y) em R = [a,b] X [c,d]
1.5 Integrais Iteradas

Do mesmo modo que para a integral simples, na integral dupla
a soma de Riemann nao é um modo pratico de se calcular uma
integral dupla. Vejamos agora um procedimento que facilitara o
calculo de integrais duplas. Vamos exemplificar calculando o vo-
lume de um prisma reto de base retangular, limitado inferiormente
por [a,b] x [¢,d] e superiormente pela fungdo de valores positivos
f(x,y). para cada valor fixo de x no intervalo [a, b] consideremos
o perfil A(z) (area da segao transversal em z) (Fig. 1.4)

fazemos o produto por dz e integramos no intervalo [a,b]. Isto

resulta no volume do citado prisma.

V= / bA(x)da:
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Figura 1.4: A(x), x fixo, integramos em relacdo a y

Por outro lado o perfil A(x) é dada pela area abaixo da curva
f(z,y), fixado o z, entre os valores de y no intervalo [c, d]. E como
d
vimos em Calculo I A(z) = / f(z,y)dy.
C

O volume do prisma pode ser entao escrito como:

V:/ab [/Cdf(:v,y)dy] do

Podemos alternativamente calcular o mesmo volume considerando
os perfis A(y) (area da segao transversal em y) (Fig. 1.5) fazemos
o produto por dy e integramos no intervalo [c,d]. Isto resulta no

volume do citado prisma.

V= /CdA(y)dy

b
Da mesma forma como vimos em Calculo I A(y) = / f(z,y)dz.

O volume do prisma pode ser entao escrito como:
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Figura 1.5: A(y), y fixo, integramos em relagao a x

d b
V= / U f(w,y)dl‘] dy
C a
Como o volume dado pelas duas expressoes é o mesmo temos que:

[ swris]an= [ [ sr.00t]

ou seja a ordem em que as integrais simples sao executadas nao
altera o resultado final da integragdo dupla em dominios retangu-

lares. Este procedimento e conhecido como integrais iteradas.

1.6 Propriedades das Integrais Duplas

mo n urso é alcu nas listarem m demonstra-
Como nosso curso é de Célculo, apenas listaremos, sem demonstra
¢ao, alguma das propriedades das integrais duplas. Caso desejem

conhecer a demonstracao de algumas destas propriedades, reco-
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mendo livros de Calculo Avangado como os citados na bibliografia

abaixo.

Propriedade 1.1. Sejam f : D C R? — R uma funcio de valores

reais integrdvel em D e c € R, entao vale:

//Dcf(x,y)dxdy:c//Df(x,y)dxdy

Propriedade 1.2. Sejam f,g : D C R? — R duas funcgoes de

valores reais integraveis em D, entao vale:

//[)(f+g)($,y)d1:dy=//Df(x,y)dxder//Dg(ac,y)d:vdy

Propriedade 1.3. Sejam f: D C R? — R uma funcio de valores

reais integrdavel em D tal que f(z,y) > 0,Y(z,y) € D, entao vale:

/ /D f(, y)dady > 0

Propriedade 1.4. Sejam f,g: D C R? — R duas funcgées de va-
lores reais integrdaveis em D tais que f(x,y) > g(x,y),Y(x,y) € D,

entao vale:

//Df(x,y)da:dyZ/Lg(x,y)dwdy

Propriedade 1.5. Seja f : D C R? — R wma funcdo de valores
reais integravel em D onde D = AUB e AN B € a unidgo de um

nimero finito de curvas em R?, entdo vale:

//Df(:c,y)dxdyz//Af(a:,y)dxdy+//3f(x,y)dmdy

19
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OBS 1.1. As duas primeiras propriedades diz respeito & “line-
aridade” do operador integral dupla. As terceira e quarta pro-
priedades sao denominadas “dominagao” enquanto que a quinta

propriedade é denominada “aditividade”.

1.7 Alguns Exemplos

Nada mais natural que ilustrar um novo conceito com exemplos
e, vamos aqui fazer exatamente isto, ilustrar o conceito de inte-
gral dupla com dois exemplos. Antes porém, vale observar que a
na pratica uma integral dupla equivale a duas integrais simples e
neste caso uma pergunta fica no ar e nao deixaremos sem resposta.
Qual das duas varidveis z ou y integraremos primeiro? Muito bem,
a resposta é dada pela propria expressao da integral dupla. Isto

é, na integral / / f(z,y)dxdy primeiramente integramos na va-
R

ridvel x e depois na variavel y. Ja na integral / / f(z,y)dydx
R

primeiramente integramos na variavel y e depois na variavel x.

Vamos diretamente para o primeiro exemplo de integral dupla so-

bre dominios retangulares.A saber:
Exemplo 1.1. Considere a funcao f : [0,1] x [0,1] — R (Fig.
1.6) dada por f(x,y) = exp(—z — y) e determine a integral dupla

I= // f(z,y)dzdy sobre a regido R = {(v,y) € R%|0 < x <
R
IA0<y<1}.

SOLUCAO:
Passo 1 colocaremos os limites de integragao que representam a

regiao R dada, segundo a ordem de integragao:

1,1
I= / / exp(—z — y)dxdy
0 JO



Calculo III AULA

Figura 1.6: Fungao f:[0,1] x [0,1] — R: f(x,y) = exp(—x — y)

Lembrando que: exp(—z — y) = exp(—z) exp(—y) temos:

I= /1 /1 exp(—x) exp(—y)dzdy

Passc()) 2O integraremos na varidvel x considerando a variavel y
como uma constante:

= (- exo-o)], ) expl-aiy

Substitluindo os limites de integragao temos:

I= [ (= exp(=1) = (= exp(~0)) exp(-p)dy

Efetug{ldo os célculos temos:

1= [ 0= exp(-1) ep(-p)dy

PaSS(()) 3 integraremos na variavel y considerando a variavel:
1= (1= exp(-1)) (- expl-n)], )

Substituindo os limites de integracao temos:

I'= (1 —exp(—1)) (—exp(—1) — (—exp(-0)))

Efetuando os célculos temos:

I=(1—-exp(—1))? O

OBS 1.2. Daremos aqui um método pratico para determinar os

limites de integracao em uma integral dupla sobre dominio nao re-

-
;_21
[
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tangular da forma: D.

Passo 1 Fazer um desenho da regiao D. (Fig. 1.7) identificando
as curvas inferior a(x) e superior b(x) que limitam a regiao D.
Passo 2 Atravessar toda a regiao D e o eixo x com um segmento
de reta paralelo e orientado na dire¢ao positiva ao eixo y (segmento
AB na Fig. 1.7)

Passo 3 Deslocar o segmento de reta AB paralelo ao eixo y na

Bj

Figura 1.7: Determinacao pratica dos limites para D

diregdo negativa do eixo = até tocar o ponto mais & esquerda de D
marcando o limite inferior de x (ponto a na Fig. 1.7).

Passo 4 Deslocar o segmento de reta AB paralelo ao eixo y na
direcao positiva do eixo x até tocar o ponto mais & direita de D
marcando o limite superior de x (ponto b na Fig. 1.7).

Passo 5 Tomando um ponto qualquer x € (a,b) passamos o seg-
mento de reta AB através da regiao D. O limite inferior para a
variavel y serd a func¢do a(z), ponto da curva onde o segmento
entra na regido D e o limite superior para a variavel y serd b(z),

ponto da curva onde o segmento de reta sai da regiao D.
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Nossa integral sera efetuada assim:

Rz b / j()) F(z,y)dyda

Exemplo 1.2. Considere a funcao f : [0,1] x [0,1] — R (Fig.

1.8) dada por f(z,y) = y(3x — 2% — y) e determine a integral du-

pla I = / / f(x,y)dzdy sobre a regido D € R? intersecdao das
R

curvas y =0 e y = 3z — 22,

Figura 1.8: Funcao f:[0,1] x [0,1] — R: f(z,y) =x.y

SOLUCAO:

Passo 1 faremos o desenho das duas curvas que determinam os
limites para a regido D. A saber y =0 e y = 3z — 22 (Fig. 1.9).
Passo 2 usando o processo pratico exposto acima determinamos
os limites de integracdo. A saber: a = 0, b = 3, a(x) = 0 e

b(z) = 3x — 2.

A integral passa a ser escrita como:

I= //f(a:,y)da:dy = /03 /03963:2 y(3z — 2 — y)dydz

Operando no integrando fazendo o produto por y temos:

o™
©w
1'_.
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Figura 1.9: Limites para o dominio D

3 3r—2x2
1= / / (y(3x — 22) — y?)dyda
0 0

Passo 3 efetuando a integracao em y temos:
2

3 42 3 |3z—x
Yy 2 Yy
1= L@e-an-%L d
/0(2(33 x) 3)0 x

Substituindo os limit3es de integracao temos:

B 3 (3z — 2%)? (3z — 2%)3
I= /0 (#(Si —z?) — f)dx

Efetuando as simplificagdes teremos:

3 2\3
3p —

I— / Br o)

0 6
Expandindo o binémio de Newton temos:

1 3
I= E/ (2723 — 272* 4+ 927 — 2%)da

0

Passo 4 efetuando a integracao em x temos:
1 xt x® 28 27 3
27— - 27— 4+ 9— — —
6( 4 5 + 6 7 ) 0
Substituindo os limit3es de integracao temos:

13 3> 36 37

I =

I=—-(27— — 27— —— —

6( 7 4 7 5 9 6 7 )
Efetuando os calculos, garantido muito trabalho, temos:
T
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1.8 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que a integral dupla é uma extensao
natural do conceito de integral simples visto em Célculo 1. E se
por um lado a integral simples pode ser interpretada como a érea
sob a curva descrita pela funcao a ser integrada, a integral dupla
pode ser vista como o volume sob a superficie descrita pela fungao

a ser duplamente integrada.

RESUMO

Integracao Dupla: Dominios retangulares Considerando uma
funcio f: R—~ Ronde R={(z,y) eR}a<z<bAc<y<d}é
um retangulo em R2. Podemos cobri-lo com uma malha de retas
formada pela partigao: P = P[R] = Pla,b] x Plc,d] onde cada
Pla,b] = {zo = a,z1,...,2j,Zj41,...,2n, = b} e Ple,d] = {yo =
CoUYls- -y Yks Yktl,--->Ym = d} sdo partigdes dos intervalos [a, b]
em z e [c,d| em y respectivamente. A malha divide R nos re-
tangulos Aj, = [zj—1,2;] X [yp—1, ¥k, 1 < j < n,1 <k < mde
area AAj, = Ax;Ay, onde Az = x5 —xj_1 ¢ Ay = Yp — Yr—1
sdo os comprimentos dos subintervalos I; = [zj_1,2z;] e Ji =
[yk—1, k] respectivamente. Defini-se a norma da parti¢ao por:

|P| = max (AAji). Toma-se um ponto (&,Ck) € [zj—1,x;] X
1<k<m

[Yk—1, k] em cada retangulo Aj; e definimos a seguinte soma de

Riemann:

n

wm = 3 Y (& ) AA

Jj=1k=1

.
o
25,
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26,

A integral dupla da fun¢ao f(z,) sobre o retdngulo R, denotada
/ / f(z,y)dzdy seré entao definida como o seguinte limite:
R

/ / J(2yy)dady S Tm S
R P

|P|—0

Integragao Dupla: Dominios nao Retangulares

Para definir a integral dupla de uma funcdo f : D C R? — R
onde D é nao é uma regiao retangular, porém ¢é limitada, co-
mecamos por considerar uma funcao F' definida em um domi-
nio retangular R = {(z,y) € R%la < < bAc <y < d} tal
que D C Re F(x,y) = f@y) (@y)eD . Formalmente

0 (z,y) ¢ D
F : [a,b] x [c,d] — R é uma extensao da funcdo f(x,y). A partir

daqui todo o procedimento é semelhante ao da definicdo da inte-
gral dupla em dominios retangulares. Podemos definir a integral

dupla de uma funcao f(x,y) em um dominio ndo retangular D por:

// f(z,y)dxdy ©F Jim Smn
D |P|—0
. Onde: Sy = 3700 > 7k FI(§), ) AAjk. € asoma de Riemann

para F(z,y)

Integrais Iteradas
As integrais iteradas dizem que em um dominio retangular R =
[a, b] X [c,d] a ordem de execugao das integrais simples ndo alteram

o valor da integral dupla, que pode ser representada por:

[ sris]an= [ [ sr.it]
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Propriedades das Integrais Duplas

As integrais duplas sao de certo modo semelhantes as propriedades
das integrais simples que vimos em Calculo I sendo quase que uma
extensao natural destas. As integrais duplas tém, entre outras, as
seguintes propriedades: Propriedade 1 Sejam f: D C R? — R

uma funcao de valores reais integravel em D e ¢ € R, entao vale:

//Dcf(x,y)d:cdy:c//Df(x,y)dxdy

Propriedade 2 Sejam f,g: D C R? — R duas funcoes de valores

reais integraveis em D, entao vale:

//D(Hg)(f”’y)dwdy://Df(rr,y)dxder//Dg(x,y)d:rdy

Propriedade 3 Sejam f : D C R? — R uma funcio de valores

reais integravel em D tal que f(x,y) > 0,V(x,y) € D, entdo vale:

/ /D f(, y)dady > 0

Propriedade 4 Sejam f,g: D C R? — R duas funcdes de valo-
res reais integraveis em D tais que f(z,y) > g(z,y),¥(z,y) € D,

entao vale:

27
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/Ajmwmwzféﬂmwmw

Propriedade 5 Secja f : D C R? — R uma funcio de valores
reais integravel em D onde D = AU B e AN B ¢é a uniao de um

namero finito de curvas em R2, entdo vale:

//Df(x,y)dxdyz//Af(x,y)dzvdy—i-//Bf(w,y)dxdy

Determinagao dos Limites de Integracao

Para determinar os limites de integragao em uma integral dupla
sobre dominio nao retangular da forma: D seguimos os seguintes
passos:

Passo 1 Fazer um desenho da regiao D. (Fig. 1.7) identificando
as curvas inferior a(x) e superior b(x) que limitam a regiao D.
Passo 2 Atravessar toda a regido D e o eixo z com um segmento
de reta paralelo e orientado na dire¢ao positiva ao eixo y (segmento
AB na Fig. 1.7)

Passo 3 Deslocar o segmento de reta AB paralelo ao eixo y na
dire¢ao negativa do eixo = até tocar o ponto mais & esquerda de D
marcando o limite inferior de z (ponto a na Fig. 1.7).

Passo 4 Deslocar o segmento de reta AB paralelo ao eixo y na
diregao positiva do eixo x até tocar o ponto mais a direita de D
marcando o limite superior de = (ponto b na Fig. 1.7).

Passo 5 Tomando um ponto qualquer x € (a,b) passamos o seg-
mento de reta AB através da regiao D. O limite inferior para a

variavel y serd a func¢do a(z), ponto da curva onde o segmento
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entra na regido D e o limite superior para a variavel y serd b(z), 1
ponto da curva onde o segmento de reta sai da regiao D.

Nossa integral sera efetuada assim:

Rz b / E()) F(z,y)dydz

PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula veremos mudanca de varidveis na in-
tegracao dupla. O objetivo da mudanga de varidveis em uma in-
tegral dupla serda a de facilitar esta integracdao de uma de duas
formas. A primeira serd tornando o integrando mais simples. A
segunda transformando o dominio D do integrando em um dominio

de forma geométrica mais simples.

ATIVIDADES tl.

Deixamos como atividades o célculo de algumas integrais du-

plas.

ATIV. 1.1. Seja f: [-1,+1] x [-1,41] — R dada por f(x,y) =
x? + 2. Determine a integral dupla // f(z,y)dxdy.
R

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o
célculo de integrais duplas dos exemplos acima, elas lhe servirao

de guia.
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ATIV. 1.2. Seja f : D C R? — R dada por f(z,y) = 2 + 32,
onde D = {(z,y) € R}z >0A0<y<1-2?%}.

e Determine os limites da integral dupla / / f(z,y)dxdy,
D

e esboce a regiao de integragao e

e calcule a integral dupla // f(z,y)dxdy.
D

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao o
calculo de integrais duplas dos exemplos acima, elas lhe servirao

de guia.
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