AULA

Mudanca de Variaveis em
Integrais Duplas

META:

Introduzir mudanca de variaveis em integrais duplas de fungoes de
valores reais e dominio em R2.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Calcular o jacobiano de aplicacoes de R? em R2.

Calcular integrais duplas de fungoes de valores reais e dominio em
R? utilizando mudanca de variaveis.

Calcular integrais duplas de fungoes de valores reais e dominio em
R? em coordenadas polares.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fungoes de valores reais com do-
minio em R, da disciplina Calculo I, curvas em R? e coordenadas

polares da disciplina Célculo II e integrais duplas aula 01.
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HISTORIA

O teorema de mu-
danca de
em integrais duplas
foi primeiro proposto
por Euler quando ele
desenvolveu a mnogao
de integral dupla em
1769. Usado por
Legendre, Laplace e
Gauss, foi primeira-
mente generalizado
para n varidveis por
Mikhail  Ostrogradski
em 1836, resistiu a
uma demonstragao
mais rigorosa por longo
tempo (cerca de 125
anos). E foi satisfato-
riamente demonstrado
por Elie Cartan em
uma série de artigos
nos anos 1890.

variaveis

2.1 Introducao

Caros alunos a segunda aula do nosso curso de Célculo III tem com

o tema “Mudanga de Variaveis em Integrais Duplas”. As vezes, na

integral dupla // f(z,y)dzdy, dada a natureza ou de f(x,y) ao
D

do seu dominio D, fica mais facil integrar se fizermos uma mudanca

nas varidveis de integragao, como quando D é uma disco, um semi-

disco, um setor circular ou mesmo uma faixa de disco, usando-se

o sistema de coordenadas polares de modo geral a integral dupla é

mais facil de se determinar que em coordenadas cartesianas.

2.2 Mudanca de Variaveis em Integrais Duplas

Caros alunos comegaremos revendo mudanga de varidveis em in-

tegrais simples. Considere uma funcao f : [a,b] — R. A idéia
é mudar a variavel inicial x para uma nova variavel ¢ relaciona-
das por x = g(£), onde g(§) ¢ uma funcao biunivoca estritamente
crescente ou estritamente decrescente em [a,b]. Isto garante que
podemos inverter a mudanca de variaveis.

Seja F(x) uma anti-derivada de f(x) tal que F'(z) = f(x). Entao,
da regra da cadeia temos:

d%ﬂg@) — F(g(€))g'(€) = F(9(©))d(©).

Integrando com respeito a 5 temos:

/dg §)de = [ F(9(O) ()¢

Das propriedades da mtegral temos:

Fg(€)) +C = /f €)de

Como z = g(&

)+ C = /f )d§

¢ uma primitiva de f(z) a primeira expressao é a in-
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tegral indefinida de f ( ) com respeito a r e temos:

[ o= [ sa©)g' e

Que representa a mudanga de varidveis em uma integral simples.
Pabra integrais dsﬁnidas, se ¢ = g(a) e d = g(b) entdo:

[ t@do= [ sa(€)g €

Aa expressao agima funciona bem quando g(&) é crescente neste
caso a < b e ¢ < d. Porém, no caso de g(&) decrescente (¢'(§) < 0)
pois neste caso a < b e d < ¢ e portanto o limite inferior da se-
gunda integral ndo conhecide com o limite inferior do intervalo da
imagem de g(§) o mesmo acontecendo com o limite superior. Neste
caso, usando as propriedades da integral simples temos:

/fdx—/f £)de

De outra forma escrevemos:

/ f(@)ds = / F(g(€)lg(©)lde.

E operaremos os limites inferiores e superiors das integrais como os
limites inferiores e superiores dos dominios (intervalos) e a expres-

s@o acima vale tanto pra g(&) crescente quanto decrescente. Vamos

agora diretamente ao assunto dando uma argumentacgao heuristica OBSERVAGAO

para a expressao da mudanca de varidveis em integrais duplas.
Para isto, consideremos a integral dupla / / f(z,y)dxdy sobre
uma regido D € R? do plano (x,y) e a trangformagéo (x,y) =
T(u,v) tal que o dominio D do plano (x,y) seja a imagem do
dominio D’ do plano (u,v) (podemos expressar este fato como
D =T(D')). Mais especificamente podemos escrever: z = &(u,v)
e y = §(u,v) tomando uma parti¢ao para o dominio D’ no plano
(u,v) cobrindo-o com pequenos retangulos e usando a transforma-

¢ao T podemos levar o pequeno retangulo A;.k na pequena figura

plana Aj, = T'(A%) (ver Fig 2.1 e Fig 2.2). A area do pequeno

heuristica heu.ris.ti.ca
sf (gr heuristiké) 1
Ciéncia ou arte do pro-
cedimento heuristico.
2 Método de ensino
que consiste em que
o educando chegue a
verdade por seus pro-
prios meios. 3 Ramo
da ciéncia historica que

consiste na pesquisa
dos documentos do
passado.

e
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retangulo no plano (u,v) é AA;k a area da pequena figura Aj; no
plano (z,7), e ai é que reside a argumentacao heuristica, sera apro-

oT
ximada pela drea do paralelogramo formado pelos vetores — Auwy,

v
oT . . .
e ——Au; e pelas linhas tracejadas (paralelas aos respectivos veto-
U

res). Do calculo vetorial temos:

oT i 85 . - -

—A —A Au;

g% uj = g u]z~|—g ujj + Ok.
xr

%Avk = a—AUkl + v Aﬂk] + Ok

Vistos como vetores de R? e a 4rea do paralelogramo (ver Vetores

e Geometria Analitica) dada pelo médulo do seguinte produto ve-

torial:
oT orT
Ay = | 5= Ay x %Avk’.
Fazendo o calculo do produto vetorial temos:
i ik
oT oT oz oy
%Auj X %Avk = det —uAUj —uAu]' 0
x Y
A hid
90 Vg Ju Av, 0
Fazendo os calculos temos:
oT oT 0xr 0y 0z 0y -
P2 Ay x EAwy, = (—— ———)A Avk.
ou g ov Uk oudv  0Ovou UIE 0k

Tomando o médulo da expressao acima, para a area de A, temos:
0x 0y 0% 0y

AAj ~ y y
Ooudv 0vdu

A expressao dentro do moédulo é o determinante de uma matrix

2 x 2 conhecida como jacobiano da transformagao x = &(u,v) e

y = §(u,v) e denotado:

0 0r 9 0x 0y 0z 0y
(z,y) — det gu gu _groy _x_y
O(u,v) or Judv  0vou
) dv v 1 o )
Como a area do pequeno retangulo Aj,c é dada por AAjk = Au;Avy,
temos:
9(z,y)
Ady ~ |25 ‘ .
0wy 17

O que nos leva a considerar a seguinte féormula para a mudanga de
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Figura 2.1: Plano (u,v) Figura 2.2: Plano (z,y)

variaveis en integrais duplas:

[ [ sty = [ [ ot oo |55

Que representa a mudanca de varidveis na integral dupla pela

dudv.

transformacao (z,y) = T'(u,v).

OBS 2.1. Para o caso particular da mudanca de varidveis do sis-
tema de coordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas
polares (z,y) = T(r,9) = (rcos(?),rsin(d)) onde = = z(r,d) =

rcos(¥) e y = g(r,¥) = rsin(?), o jacobiano é dado por:
or 0y

= A cos(v sin (¥
o, y) = det gg gf = det () @) =r.
o(r, ) o 9 —rsin(d) rcos(v)
oy oV
-~ - O(zy)
Portanto o jacobiano da transformacao B, 0) = r a mudanca de

variaveis na integral dupla toma a forma:

/ /Df (2, y)dwdy = / /D f(rcos(9), rsin(d))rdrdy.

OBS 2.2. Daremos aqui um método préatico para determinar os
limites de integracao em uma integral dupla sobre dominio nao re-
tangular da forma: D em coordenadas polares.

Passo 1 Fazer um desenho da regiao D (Fig. 2.3), identificando



Mudanca de Variaveis em Integrais Duplas

NOTA

Por convengao a
medida de angulo tem
sinal positivo quando o
deslocamento é feito na
direcao anti-horaria,
direcdo contraria ao
movimento dos pon-
teiros do relégio e tem
sinal negativo quando
o deslocamento é feito
na direcao horaria,
direcdo do movimento
dos ponteiros do
relogio.

as curvas que limitam a regiao D.

Passo 2 Atravessar toda a regidao D com um raio (1)) orientado
na diregao positiva (Fig. 2.3)

Passo 3 Deslocar o raio (1) na diregao negativa do angulo 9 (di-

recao horaria) até tocar o ponto mais a negativa de D marcando

Fiir)

e

Figura 2.3: Determinagao pratica dos limites para D

o limite inferior de ¥ (angulo « na Fig. 2.3).

Passo 4 Deslocar o raio (1) na dire¢ao positiva do angulo
(diregao anti-horaria) até tocar o ponto mais a positiva de D mar-
cando o limite inferior de ¥ (angulo  na Fig. 2.3).

Passo 5 Tomando um ponto qualquer ¢ € («, 3) passamos o raio
(1) através de D o limite inferior para a variavel r sera a fungao
a(9), ponto da curva onde o raio ¥(¢) entra na regiao D e o limite
superior para a variavel r sera (1), ponto da curva onde o raio
(1) sai da regiao D.

Nossa integral sera efetuada assim:

//Df(x,y)da:dyz /j /ai:) F(rcos(¥), rsin(¥))rdrdd
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2.3 Alguns Exemplos

Caros alunos, nesta se¢ao ilustraremos, com dois exemplos, a mu-
danca de varidveis em integrais duplas. A rigor, trataremos apenas

de exemplos em coordenadas polares.

Exemplo 2.1. Determinar a integral dupla / / f(z,y)dzdy onde
D

D={(z,y) e Rz > 0Ny > 0Az*+y*> < 1} e f(z,y) =

exp(—z2 — y?). O dominio da funcio representa um quarto de

disco (Fig 2.4).

Figura 2.4: Gréfico do exemplo 1

SOLUCAO:
Passo 1 Como o dominio D é um quarto de disco, o mais ade-
quado é utilizar o sistema de coordenadas polares. Podemos usar

o método pratico de determinacao dos limites da integral dupla

em coordenadas polares (Fig 2.5) e verificar que: o =0, § = %,
a(@) =0e W) =1.
Neste caso podemos descrever o dominio como: D' = {(r,9) €

R2|0 <7 <1A0 <Y < 7/2}. Ecomox = rcos(d) ey = rsin(d) e

37
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Figura 2.5: Gréfico do exemplo 1

Iz, y)
a(r, )

Quanto a variavel r varia no intervalo [0, 1] independentemente de

o modulo do jacobiano da transformacao é dado por:

9 e a variavel ¥ varia no intervalo [0, 7/2] ( a variacdo de angulo no
primeiro quadrante). Podemos reescrever a integral dupla como:
I= // f(z,y)dxdy —/ W/Qf (r cos(¥), rsin(¥))rdddr Subs-
tituindo f(z,y) temos:
/2

/ / exp(—(rcos(1))? — (rsin(19))?)rdddr
Efetuando as simplificacoes temos:
1 —/ /M2 exp(— rdﬁdr
Passo 2 Integrando primeiramente na variavel ¢ e como o inte-
grando nao depende de ¥ temos:

1
I:/exp 19‘
0

Substituindo os limites de integragao temos:

1
I= 7r/2/ exp(—r2)rdr
0
Passo 3 A ultima integral (variavel r) podemos efetuar por mu-

danca de variaveis pondo ¢ = r? deste modo temos: d¢ = 2rdr
1 1

ou seja rdr = —§d§ e os limites r eé . Dai, a integral
0 0
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passara a forma:

1=w [ exp(—)de

Cuja integragéo é facil e da forma:
I=n/4—exp(-)|)

Efetuando os calculo temos:

ngqumm—n)m

Vamos agora, diretamente ao nosso segundo exemplo. Trata-se de

uma curva ja conhecida de vocés (Célculo II) a lemniscata.

Exemplo 2.2. Determinar a area da regiao D, a parte da lemnis-
cata, r = y/cos(21), que situa-se no primeiro quadrante. ver parte
cinza da (Fig 2.6).

I

Figura 2.6: Gréfico do exemplo 2

SOLUCAO:

Passo 1 Como o dominio D é um quarto de uma lemniscata, o
mais adequado é utilizar o sistema de coordenadas polares. Pode-
mos usar o método prético de determinacao dos limites da integral

dupla em coordenadas polares (Fig 2.7) e verificar que: o = 0,

39
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B = %, a(¥) =0 e B(9) = y/cos(29).

Figura 2.7: Grafico do exemplo 2

Neste caso podemos descrever o dominio como: D’ = {(r,9) €
R20 <9 < 7/4AN0 < r < y/cos(29)}. E como, neste exemplo,
queremos calcular area temos que f(x,y) = 1 e em coordenadas

polares podemos escrever na forma da seguinte integral dupla:

w/4  pa/cos(20)
A:// da:dy:/ / rdrdd
D 0 0

Integrando em 7 temos:
m/4 72 [1/cos(29)
A= / — dv
0 2 lo
Substituindo os limites de integracao temos:
A /77/4 (\/cos(279))2d19
=/ 5
Simplificando o integrando temos:

w/4
A:/ cos(219)ah9
0

2
Integrando na variavel ¢ temos:
A sin(29) 7/4
4 o

Substituindo os limites de integracao temos:

sin(m/2) — sin(0)

A=
4
Portanto:
1
A=-0

4
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OBS 2.3. Caros alunos, é¢ muito importante neste ponto uma revi-
sao cuidadosa e detalhada dos dois exemplos dados acima. Efetuar
uma mudanca de vardveis em integrais duplas nao é tao simples

quanto efetuar uma mudanca de varidveis em integrais simples.

2.4 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que a mudanca de varidveis em integrais
dupla, nos permite, facilitar o calculo das ditas integrais quando
trabalhamos com dominios de integracao de geometrias especificas,

como a induzida pelas coordenadas polares.

RESUMO E

Mudancga de Variaveis em Integrais Duplas

Consideramos a transformacao (z,y) = T'(u,v) tal que o dominio
D do plano (z,y) seja transformado no dominio D’ do plano (u,v)

(D = T(D')) e mais especificamente x = &(u,v) e y = g(u,v).

Definindo o jacobiano da transformacao, denotado ggx’ y;’ por:
U, v
0 0r 9% 0z 0 0z 0
d(u,v) gr oy oudv v du
ov  Ov

Vale entdo,a seguinte formula para a mudanca de varidveis en in-

tegrais duplas:

I(z,y)

[ [ sy = [ [ a0 52

T
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Sistema de Coordenadas Polares

Para o caso particular da mudanca de variaveis do sistema de co-
ordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas polares no
calculo de integrais duplas temos:

(x,y) =T(r,9) = (rcos(9),rsin(?)) onde x = Z(r, ) = rcos(9) e
y =g(r,9) = rsin(v).

Vale a seguinte transformagao de varidveis:

/ /Df (@, y)drdy = / D,f (r cos(?), rsin(9))rdrdd.

Determinagao dos Limites de Integracao em Coordena-
das Polares

Daremos aqui um método pratico para determinar os limites de
integracao em uma integral dupla sobre dominio nao retangular
da forma: D em coordenadas polares.

Passo 1 Fazer um desenho da regiao D (Fig. 2.3), identificando
as curvas que limitam a regiao D.

Passo 2 Atravessar toda a regiao D com um raio 7(¢}) orientado
na diregao positiva (Fig. 2.3)

Passo 3 Deslocar o raio (1) na diregao negativa do angulo 9 (di-
regao horéria) até tocar o ponto mais a negativa de D marcando
o limite inferior de ¥ (angulo a na Fig. 2.3).

Passo 4 Deslocar o raio () na dire¢do positiva do angulo
(dire¢ao anti-horaria) até tocar o ponto mais a positiva de D mar-
cando o limite inferior de ¥ (dngulo 5 na Fig. 2.3).

Passo 5 Tomando um ponto qualquer ¥ € («, 3) passamos o raio
r(9) através de D o limite inferior para a variavel r sera a funcao

a(1), ponto da curva onde o raio (¢}) entra na regiao D e o limite
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superior para a variavel r serd [(¢}), ponto da curva onde o raio 2
r(9) sai da regiao D.

Nossa integral sera efetuada assim:

B rB0)
// f(z,y)dxdy :/ / f(rcos(¥), rsin(d))rdrdd
D a Ja(¥)

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos algumas das intimeras aplica-
¢oes da integral dupla. Nossa atencao estara voltada para o calculo
do centro de massa de perfis planos bem como no céalculo de seus

momentos de inércia.

ATIVIDADES

¢ B

Deixamos como atividades as seguintes questoes.

Figura 2.8: Atividade 1 Figura 2.9: Atividade 2

¥ -h..

(%)
._'.
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ATIV. 2.1. Determine a area da parte da cardioide r(9) = 1 +
cos(¥) que fica acima do eixo dos = (Fig 2.8) que est4 em cinza.
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao os

exemplos acima, eles lhe servirao de guia.

ATIV. 2.2. Determine a area entre a cardioide r(¢) = 14cos() e
o circulo 7(¢) = 1 acima do eixo do z (Fig 2.9) que est4 em cinza.
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao os

exemplos acima, eles lhe servirao de guia.
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