AULA

Algumas Aplicacoes da
Integral Dupla

META:

Apresentar algumas aplicacoes das integrais duplas de fungoes de
valores reais e dominio em R2.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Determinar area, massa, centro de massa, momento de massa e
momento de inércia de figuras planas usando integrais duplas de
funcoes de valores reais e dominio em R2.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fungdes de valores reais com do-
minio em R, da disciplina Calculo I, curvas em R? e coordenadas

polares da disciplina Céalculo II e integrais duplas aula 01 e aula 02.
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3.1 Introducao

Caros alunos nesta terceira aula do nosso curso de Calculo 111
com o tema “Algumas Aplicagoes das Integrais Duplas”. Dentre as
intimeras aplicagoes da integral dupla, veremos apenas duas pelo
pouco tempo que dispomos. Veremos apenas como usar as inte-
grais duplas para calcular a massa de uma regiao plana dada sua
distribuicao de densidade e como calcular seu centro de gravidade.

Para outras aplicagoes recomendo uma busca na INTERNET

3.2 Preliminares

Consideraremos uma regido D C R? finita, com uma distri-
buicao de densidade méssica superficial (massa por unidade de
superficie) o(z,y),V(x,y) € D.

Determinagao da massa
Para determinar a massa consideremos uma funcdo ® definida

em um dominio retangular R = {(z,y) € R%la < 2 < bAc <
o(z,y) ,(z,y) €D

0 ,(z,y) ¢ D
Considerando a uma parti¢do para o retangulo R dada por P =

y < d} tal que D C R e ®(z,y) =

P[R] = Pla,b] x Plc,d], o produto cartesiano das parti¢oes Pla, b]

Plc,d] onde Pla,b] = {z9 = a,z1,...,25,Zj41,..., Ty = b}
e Ple,d] = {yo = ¢, y1,- -, Yks Ykt 1, - - »Yn = d}. Tomamos um
ponto (&,Ck) € [xj—1,2;] X [Yr—1,yk] em cada pequeno retangulo

e definimos a seguinte soma de Riemann:

n

= Z (&, Cr) AAjp.
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A massa da regiao D, denotada m(D), sera a integral dupla da fun-
¢do o(z,y) sobre o dominio D C R2, denotada // o(z,y)dzdy
D

serd entao definida como o seguinte limite:

// x,y d:cdy = ‘h‘rg Smn

OBS 3.1. Para a determinacao do peso da regiao D toma-se a
seguinte soma de Riemann:
S = ZZg (&, Ce) (&5, Cr) A Ay
7j=1 k=1
onde g(&j,(k) € a aceleragao da gravidade no ponto (&,¢x). E o

peso da regiao D, denotado p(D), serd dado pela integral dupla:

:// 9(z, y)olx, y)dedy < lim S,
D |P|—0

Determinagao do Momento de Massa

Usando as mesmas consideragoes acima para o célculo da massa
de uma regiao D limitada com distribui¢ao de densidade o(z,y).
Para calcular o momento de massa de um pequeno retangulo com
relagao ao eixo y tomamos o seguinte produto &;®(&;, () AAjx. O
momento de massa total em relacao ao eixo y para a regiao D sera

aproximado pelo limite da soma de Riemann:

Z Z f] E]y Ck:)AA]k:

O momento de massa da regiao D em relagdo ao eixo y sera dada

3
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pelo limite:

My(D)Z//DwQ(wvy)dwdy «

lim Sy
|P|—0

De forma semelhante chega-se ao momento de massa da regiao D

em relagao ao eixo x tomando-se a seguinte soma de Riemann:

n

Sn = > > G, GR)AA

j=1 k=1

O momento de massa da regiao D em relagao ao eixo = serda dada

pelo limite:

M, (D) = / / yol(z,y)dedy & 1im S,
D |P|—0

Determinagao do Centro de Massa

O centro de massa de uma regido plana D C R? finita, com uma
distribui¢ao de densidade massica superficial o(z,y),V(z,y) € D,
é o ponto (z,y) definido por:

D) //Da:g(x,y)d:cdy
m(d) //Q(w,y)dwdy

D

_ M.(D) //Dya(x,y)dxdy
(] m(d) //Dg(x,y)dmdy

Determinagao do Momento de Inércia

Usando as mesmas consideragoes acima para o cilculo da massa



Calculo III

AULA

de uma regiao D limitada com distribui¢ao de densidade o(z,y).
Para calcular o momento de inércia de um pequeno retangulo com
relagao ao eixo y tomamos o seguinte produto 5]2<I>(£j, Ce)AAjL. O
momento de inércia total em relacao ao eixo y para a regiao D sera

aproximado pelo limite da soma de Riemann:

=D DGR, ) AA

7=1 k=1

O momento de inércia da regiao D em relagdo ao eixo y sera dada

pelo limite:

//x@mydxdy—h'm Smn

De forma semelhante chega-se ao momento de inércia da regiao D

em relagdo ao eixo x tomando-se a seguinte soma de Riemann:

Z c,3<1> (&5, Ce) A Ay

O momento da regiao D em relagdo ao eixo x serd dada pelo limite:

//yga:ydxdy—|hm Simn

O momento de inércia em relagao a origem é dado pela seguinte

integral dupla:

3
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IO(D)://D(x2+y2)g(x,y)dxdy

3.3 Algumas Aplicacoes da Integral Dupla

Faremos duas aplicagoes da integral dupla ao calculo do centro
de massa de duas figuras planas. Na primeira usaremos o sistema
de coordenadas cartesiano. Na segunda usaremos uma mudanca
de variaveis para o sistema de coordenadas polares.

Vamos aos nossos exemplos.

Exemplo 3.1. Para o primeiro exemplo desejamos determinar o
centro de massa de uma regiao triangular D dada pela intersecao
das retas x = 0, y = 0 e a reta que passa pelos pontos (0,a) e
(b,0) com a,b > 0 (Fig 3.1), cuja densidade superficial de massa

é constante o(x,y) = o.

Figura 3.1: Grafico do exemplo 1
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SOLUCAO:
Comegaremos por determinar os limites de integracao inspecio-

nando a (Fig 3.1) e verificando que 0 < x <ae0 <y < b(l - f)
a

Em segundo calcularemos a massa da regiao D, m(D) e os respec-
tivos momentos de massa com relagao ao eixo z e ao eixo y My (D)
e My(D) respectivamente.

Passo 1 determinar a massa m(D), dada pela integral dupla:

1 z/a)
// T,y dxdy—/ / odydx

Integrando em y temos:

@ b(l—z/a)
m(D) = g/ y‘ dx
0 0

Substituindo os limites de integracao temos:

m(D) = g/ b(1— E)dx
0 a
Integrando em z temos:
N
D) = ob(z — = ‘
(D)= e 3,

Substituindo os limites de integracao temos:
2

m(D) = ob(a — 5)

Simplificando temos:
ab
m(D) = ¢~

Passo 2 calcular o momento de massa M, (D) dado pela integral

dupla:

D)Z//Dg(way)ydxdy

Substituindo os limites temos:

a prb(l—z/a)
D) = / / o(z,y)ydxdy = / / oydydx
D 0 0

Integrando em y teremos:
MA(D a y2 b(1—xz/a)
(D)= [ o,

Substituindo os limites de integracao temos:

a —z/a 2
D) = [ LI,

Simplificando o integrando temos:

dx
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o 2 p2r b2
M, (D) = —_——-—t —
=(D) =0 /O (T - +352
Integrando em x teremos:
b2x  b2z? b33
M,(D)=po(— — — 4+ —
=(D) 9(2 2a+6a20
Substituindo os limites de integragao temos:
b2a  b2a? b2
M.(D)=po(— — — + —
D) = (5 =5+ 5a)
Simplificando as fragoes temos:
b2a
Mx(D) = Q?
Passo 3 calcular o momento de massa My(D) dado pela integral

)dx

a

dupla:
My(D)Z//DQ(fE,y)xdxdy
My(D)Z//DQ(:v,y)xdwdy

Substituindo os limites temos:

a rb(l—z/a)
My(D)://DQ(J:,y)xda;dy:/o /0 oxdydx

Integrando em y teremos:

a b(l—z/a)
M,(D) = / gxy‘o dx
0

Substituindo os limites de integragao temos:

My(D) = /Oa obx (1 — g)dx

Integrando em x teremos:
2 23 e

My(D) = ob(% = %))
oDy =ab(5 = 5.,

Substituindo os limites de integragao temos:

a2 CLS
M,(D) = ob(%& — &)

3a
Simplificando as fragoes temos:
ba?
M, (D) = QT

Passo 4 Determinar o centro de massa de D pelas formulas:
__M(D) __ M,(D)

~mD) "' m(D)
Usando os resultados anteriores temos:
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Qba2 b%a
R A
05 Q?
Simplificando temos:
_a _ b
xr = g ey = §

Como segundo exemplo usaremos uma regiao em que o sistema de

coordenadas polares facilita os célculos.

Exemplo 3.2. Para o segundo exemplo desejamos determinar o
centro de massa de uma regiao D dada pelo quarto da coroa cir-
cular de raio interno a e raio externo b que situa-se no primeiro

quadrante (Fig 3.2), cuja densidade superficial de massa é cons-

tante o(z,y) = o.

Figura 3.2: Gréfico do exemplo 2

SOLUCAO:

Comegaremos por determinar os limites de integracao inspecio-
nando a (Fig 3.2) e verificando que 0 < ¥ <7/2ea <r <b.
Em segundo calcularemos a massa da regiao D, m(D) e os respec-

tivos momentos de massa com relagdo ao eixo x e ao eixo y M, (D)

e My(D) respectivamente.
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Passo 1 determinar a massa m , dada pela integral dupla:

// x,y)dxdy —/ / ordrdy

Integrando em 7 temos:

/2 r2 b
m(D) = / g—‘ dg

0 2 la
Substituindo os limites de integragao temos:
w/2 H2 a2

mD)=o [ (5 -0

0

Integrando em 9 temos:

b2 a?, |7/2
D)=9o(—— =)0
m(D) = o(5 = 5)?|,
Substituindo os limites de integragao temos:
1
m(D) = ~om(b? — a?)

4
Passo 2 calcular o momento de massa M, (D) dado pela integral

=//L)Q(w7y)ydwdy

Substituindo os limites em coordenadas polares e sabendo que

dupla:

y = rsin(¥) temos:

w/2
// T,y yd:pdy—/ / or sin(9)rdrdd

Integrando em 7 temos:
/2 r3b
M,(D) = o / sin(ﬂ)gl &9
0 a

Substituindo os limites de integragao temos:
3

w/2 a3
M0 =0 [ sin(o) (5 - )0

Integrando em ¥ temos:

3 3 w/2
M(D) = o5 — L)(~ cos(0))|]
Substituindo os limites de integragao temos:
b ad
M, (D) = g(g — g)(—COS(’/T/Q) — —cos(0))

Simplificando temos:
1
M,(D) = S0t ~ a¥)
Passo 3 calcular o momento de massa M, (D) dado pela integral

dupla:
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My(D)://DQ(x,y):pd:cdy
My(D)Z//DQ(:v,y)xdwdy

Substituindo os limites em coordenadas polares e sabendo que

x = rcos(?) temos:

w/2 rb
M, (D) = /Dg(x,y)ydxdy:/o / or cos()rdrdd

Integrando em r temos:

/2 743
D) =0 [ cos)y
0

Substituindo os limites de integracao temos:

b
dd

/2 b3 a3
M, (D) = Q/ cos(¥)(— — —)dv
0 3 3
Integrando em ¥ temos:
1a(D) = o2 — ) sinon)|
A(D) = o — ) sin(@)];
Substituindo os limites de integracao temos:
booad :
M, (D) = g(g - g)(SIH(ﬂ'/Q) —sin(0))

Simplificando temos:
1
M(D) = S0t ~ o)
Passo 4 Determinar o centro de massa de D pelas féormulas:
My(D) _  My(D)

ey = )
m(D) *?~ m(D)
Usando os resultados anteriores temos:

1

g@(bg - 03)
T=y=7——

ZQF(bQ - a?)

Levando em conta que b® — a® = (b — a)(b? + ba + a?) e b> — a? =
(b—a)(b+ a) temos:

1
gg(b —a)(b* + ba + a?)

T

y T
Zgﬂ(b —a)(b+a)
Simplificando temos:

i b2 + ba + a? 0

3t b+4a

r=y
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3.4 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que dentre as intmeras aplicacoes da
integral dupla, dentro da area da fisica destacamos, entre outras,
algumas das mais importantes que sao: a determinacao da massa
de uma regiao plana limitada por curvas, dada sua distribuicao de
densidade, o calculo do momento de massa de uma regiao plana
limitada por curvas, dada sua distribuicdo de densidade, o mo-
mento de inércia de uma regiao plana limitada por curvas, dada
sua distribuicao de densidade e o céalculo do centro de massa de
uma regiao plana limitada por curvas, dada sua distribuicao de

densidade.

RESUMO

Dada uma regido D € R? plana limitada com distribuicdo de densi-
dade superficial go(z, y) podemos calcular a massa de D, o momento
de massa em relagao ao eixo x, o momento de massa relativo ao
eixo y, o momento de inércia em relagao ao eixo x, o momento de
inércia relativo ao eixo y e momento de inércia relativo a origem,
denotados respectivamente m(D), M, (D), My(D), I,(D), I,(D)

e Ip(D), pelas integrais duplas:

// (z,y)dzdy

) = / /D oz, y)yddy
/ o(z,y)xdxdy

//ga;yyda:dy
»=|

/Qazy 2d:vdye
D

M,(D

5]

)
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0D) = [ [ olo.p)ta® +4)dudy
Podemos também calcular o centro de massa, denotado (Z, ) usando

as seguintes formulas:

D) / /D zo(e, y)dady
m(d) / /D o(x, y)dzdy
 M(D) //Dyg(x,y)dxdy
SR

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos as integrais triplas. Primeira-
mente definindo-as para fun¢des de dominios retangulares através
do limite de somas de riemann estendendo a defini¢ao para fungoes

definidas em dominios nao retangulares porém limitados.

ATIVIDADES EL.

Deixamos como atividades dois problemas de determinacao do

centro de massa.

ATIV. 3.1. Determine o centro de massa da regiao D dada pela
intersecdo das retas y = 0, z = 1 e y = az? (Fig 3.3) regido em
cinza.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao as
demonstracoes acima, elas lhe servirao de guia. Use para este caso

coordenadas cartesianas.
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Figura 3.3: Atividade 1 Figura 3.4: Atividade 2

ATIV. 3.2. Determine o centro de massa da regiao D dada pelo
semi-circulo superior 22 + 32 = a? (Fig 3.4) regido em cinza.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao as
demonstracoes acima, elas lhe servirao de guia. Use para este caso

coordenadas polares.
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