AULA

Mudanca de Variaveis
em Integrais triplas

META.:

Introduzir mudanga de variaveis em integrais triplas de fungoes de
valores reais e dominio em R3.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Calcular integrais triplas de fungoes de valores reais e dominio em
R3 utilizando mudanca de variaveis.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fungoes de valores reais com do-
minio em R, da disciplina Calculo I, superficies em R3, de coorde-

nadas polares da disciplina Célculo II e integrais triplas aula 04.
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Mudanca de Variaveis em Integrais triplas

HISTORIA

O teorema de mu-
danca de variaveis em
integrais  triplas  foi
primeiro proposto por
Lagrange em 1773 e
usado por Legendre,
Laplace e Gauss, e
primeiramente ge-
neralizado para n
variaveis por Mikhail
Ostrogradski em 1836,
resistiu a uma demons-
tracao mais rigorosa
por longo tempo (cerca
de 125 anos). E
foi  satisfatériamente
demonstrado por Elie
Cartan em uma série
de artigos nos anos
1890.
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5.1 Introducao

Caros alunos o problema da mudanca de varidveis em integrais tri-
plas é inteiramente analogo ao problema de mudanca de varidveis
em integrais duplas. Analogias a parte, o fato de do espaco R?
ter uma dimensdo a mais que o R?, traz um esforco algébrico adi-
cional ao tratamento geral da mudanca de varidveis em integrais
triplas. Veremos dois casos particulares de mudanga de varidveis
em integrais tripla que correspondem aos: sistemas de coordenadas

cilindricos e sistema de coordenadas esféricos.

5.2 Mudanca de Variaveis em Integrais Triplas

Vamos considerar a integracdo de uma funcdo f : D C R? —
R onde (z,y,z) € D e conseqlientemente, Y(z,y,2) € D temos
f(z,y,z) € R. Consideraremos também, uma transformagao 7" :
D C R® — D’ C R3, biunivoca de modo que D = T~Y(D’),
Y(u,v,w) € D', (z,y,2) = T~ (u,v,w) € D. Trocando em mit-
dos: z = &(u,v,w), y = y(u,v,w) e z = Z(u,v,w). E suponhamos

as fungoes continuas e derivaveis e seu jacobiano, denotado J, de-

finido por: J L92) ou oy, Z):
U, VU, W O(u,v,w)
TE Sy e o 9y 9
) 9 _a ) ) B P Ay Ay
U, Vv, W (u,v,w) % % %
ow OJw Ow

Suponhamos uma particao de D’ feita partindo de planos para-
lelos aos planos coordenados vw (u constante), uw (v constante) e

uv (w constante). Denotando w1 = u; + Auy, vjp1 = v+ Avj e
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W41 = Wi+ Awyg, destacamos o pequeno paralelepipedo indexado 5
por ijk, (Fig 5.1). Suponhamos que

Al |l.|.

AV

Ao, T FutF
Plwi LA L | P, o g |
—-<>h_
Figura 5.1: Elemento de vo- Figura 5.2: Elemento de vo-
lume em D’ lume em D

este pequeno paralelepipedo de volume sz/]k = Au;Av;jAwy, seja

mapeado por 7! em um subdominio em D de volume AV, (Fig
5.2). Seja: P = P(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), 2(u,v,w)).
Os segmentos de reta (u,vj,wy), (u;,v,wg) e (u;, v, w) come-
cando no ponto (u;, v;, wx) sdo mapeados por T~ ! em P(u,vj, wy)
P(u;,v,wy) P(us,v;,w) ver (Fig 5.2).

No subdominio V;jx C D tragamos os vetores tangentes 8—PAuZ-,

ou
oP oP
a—Avj e a—Awk, ver (Fig 5.3). Em seguida tragamos segmentos
v w

de reta paralelos aos vetores tangentes completando um paralele-
pipedo em D, ver (Fig 5.4), cujo volume admitiremos aproxima-

damente igual ao AV, (esta é a argumentagao heuristica). Este

volume é dado por:

AViji = a—PAui X 8PAvj o g—i
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Levando em conta que:

=3
2
=
3

g% Y.
ow awz 8w‘7 w

e calculando o produto vetorial mixto teremos:

i Auy | AV . Al

AV ha ;- |

' :

| I

P P | & aF

(T Jl’l' L] Lyt J“ g 4.7 _"“II Li e ‘-"llll
> <=
Figura 5.3: Elemento de vo- Figura 5.4: Elemento de vo-

lume em D’ lume em D

=
<>
N>

ap A’U,Z X 8—PA'U]08—P
ow

e 50 Awy, = det

AuiAvj Awk

=<

NS
NSRS

T S2ISRI

ow  Ow

Dai, levando em conta a expressio do jacobiano em R3, dada
acima, temos:

o(z,7,2)
O(u,v,w)

O que nos leva a seguinte expressao para a mudanga de variaveis

AViji = ’ Au; Avj Awy,

em integrais triplas:

///Df(x’y’z)dxdydzz///D,F(Uavaw)’ﬂdudvdw
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onde: F(u,v,w) = f(&(u,v,w),y(u,v,w), 2(u,v,w)) e J & o jaco-
biano J = J <M>

U, V, W

5.3 Alguns Exemplos

Nesta secao veremos dois exemplos de integrais triplas com
mudanga de varidveis. No primeiro aplicaremos a mudanca de va-
ridveis dada pelo sistema de coordenadas cilindricas e no segundo

o sistema de coordenadas esféricas a(v9) B(19)

Primeiramente veremos um exemplo em coordenadas cilindricas.
Antes porém, veremos como determinar os limites de integracao

em coordenadas cilindricas.

\

Figura 5.5: Coordenadas ci- Figura 5.6: Coordenadas ci-

lindricas 1 lindricas 2

Passo 1 Esbogar o dominio D bem como sua projegao D* no
plano zy (ver Fig. 5.5).
Passo 2 Identificar as curvas que limitam a regiao D*. Atravessar

a regido D* com uma reta r comegando na origem (ver Fig. 5.6).

-
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o
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A medida em que a reta r percorre a regido D* o angulo ¥ que ela
forma com o eixo x positivo varia do minimo « que sera o limite
inferior da variavel ¥ ao méximo 3 que serd o limite superior da
variavel 9. Dai, a variavel ¥ € [«, 3].

Passo 3 Para cada valor fixo da variavel 9 € [o, 8] atravessar a
regiao D* com a reta r (ver Fig. 5.7). O ponto onde a reta r
entra na regiao D* ¢é o limite inferior a(d) para a variavel r e o
ponto onde a reta r sai da regiao D* é o limite inferior §(¢J) para
a variavel r. Dai, r € [a(?), B(9)].

Passo 4 Para cada valor fixo da variavel ¢ € [a, (] e da variavel
r € [a(9), B(9)] tomar o ponto (r,v) € D* em coordenadas pola-
res e levantar a reta s atravessando a regiao D (ver Fig. 5.8). O
ponto onde a reta s entra na regido D ¢é o limite inferior «a(r, )
para a varidvel z e o ponto onde a reta s sai da regiao D é o limite

superior 3(r,v) para a variavel z. Dai, z € [a(r,¥), B(r,9)].

¥ i}

Bl 3

Figura 5.7: Coordenadas ci- Figura 5.8: Coordenadas ci-

lindricas 3 lindricas 4

Podemos agora encarar o nosso primeiro exemplo onde colocaremos
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em pratica a determinagao dos limites de integracao em coordena-

das cilindricas.

Exemplo 5.1. Considere o solido gerado pela intersecgao das su-
perficies: z = y + a, (plano) 22 + y% — 2ay = 0, (cilindro) e z = 0,

(plano) (Fig 5.9) e determine seu volume.

]

vy

Jay

Figura 5.9: Superficies do Figura 5.10: Intersecao das

exemplo 1 superficies do exemplo 1

SOLUCAOQO: Para uma melhor compreensao mostramos na (Fig
5.10) o solido gerado pela intersegao das superficies dadas e na

(Fig 5.11) as superficies que compoem o solido separadas no es-

paco.

Usaremos para o caso o sistema de coordenadas cilindricas, dada
pela transformagao: (z,y,z) — (r,9,2) onde x = rcos(¥), y =

rsin(¥) e z = z. O jacobiano da transformagao é dado por:

5
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Figura 5.11: Dominio D para o exemplo 2

9z 9y 0z

J:J(—g”’y”"):det % g_g g_i
nE qu v 9y

9z 0z Oz

Efetuando as derivadas parciais temos:

cos(¥) sin(¢) 0
J=det | —rsin(d) rcos(¥) 0 | =7
0 0 1

Fazendo as contas do determinante temos:

J=r

Aproveitaremos o exemplo para aplicar os passos, vistos acima,
para determinacao dos limites de integracao de uma integral tripla
no sistema de Scoordenadas cilindricas.

Passo 1: Esbocar a intersegao das superficies (solido D), bem
como sua projecao sobre o plano zy (superficie D*), ver (Fig 5.10).
A projecao sobre o plano zy (superficie D*), conhecide com a su-

perficie inferior do sélido, sendo o disco dado por 22 +y? —2ay < 0.
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Passo 2: Os limites para r e ¥ sdo determinados em D* do mesmo 5
modo que para coordenadas polares em R?. Neste caso 0 < ¢ < 27
e para r temos: que r vai de zero até a borda de D* que é dada
por 22 + y? — 2ay = (rcos(d9))? + (rsin(d9))? — 2arsin(d) = 0.
Dai, 72 — 2arsin(¥) = r(r — 2asin(d9)) = 0 Simplificando temos:
0 <r < 2asin(d).

Passo 3: Para determinar os limites para z. Por cada par
(r,9) € D* tragamos uma reta paralela ao eixo z orientada no
sentido positivo do eixo z atravessando o sélido. O limite inferior
de z é o ponto onde a reta entra no sélido e o limite superior o
ponto onde a reta sai do sélido. Neste caso: 0 < z < a+ x ou
como x = rcos(¥) temos: 0 < z < a+ rcos(1)).

Dai, o calculo do volume de D sera dado pela integral:

2w r2asin(9) patrsin(d)
Vol(D) = / / / rdzdrdd
0 0 0

Integrando na variavel z temos:

27 r2asin(¥)
Vol(D) = / / Tz
0 0

Substituindo os limites de integracao temos:

a+rsin(¥
( )drdﬁ

0

27 r2asin(9)
Vol(D) = / / r(a + rsin(d) — 0)drdd
0 0
Fazendo as contas temos:
2r  r2asin(9)
Vol(D) = / / (ar 4 r%sin(d))drdd

0 0

Integrando em na variavel r temos:

2 7“2 c
Vol(D) = /0 (a—= + 3 sin(4)) dd

' 89
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Substituindo o limite superior pois, o limite inferior por ser r = 0

nao contribui, temos:

2 asin 2 asin 3
Vol(D):/O (a(2 (%) +(2 (%)) sin())dd

2 3
Simplificando temos:
21 3 o Y 4
Vol(D) = / (20 sin(09)? + Wdﬁ
0
Reescrevendo temos:
8a?

21 21
Vol(D) = 24° / (sin(9)dd + "o / sin(9)4dv
0 0

Das tabelas de integrais temos:

asin(au)" ! cos(au)

/sin(au)”du = —

an
-1
+ (n )/Sin(au)”_2du
n
in(20u)
. 2y — u sin(
/sm(au) u 5 " a4
Dai, temos:
) ¥ sin(29)
92d) = — —
/sm( ) 5 4

sin(19)3 cos
/ sin(9)dy = —M +% / sin(19)2dd)
sin(19)3 cos (") 3 (19 sin(219)>

4 4\2 4

Podemos agora calcular as integrais. Para a integral de sin(v)?

temos:
27T 1 2 271-
/ sin(0)2dy = © _ S
0 2 4 o
. 27m)  sin(4m)
R 4
9.9
2 4
=7
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Para a integral de sin()* temos:

J) e - ((““jifj“;%(iSi“f%)o
sin(27)° cos(27
= +{- +

4 (%_%»

B (_sin(O)Zcos(O) N g (g B sin4(0))>
3

4

2w

Substituindo no célculo de Vol(D) temos:

8a’ 3
Vol(D) = 27Ta3-|—%zﬂ-

= dna® O

Em nosso segundo exemplo utilizaremos coordenadas esféricas, An-
tes porém, veremos como determinar os limites de integracao em

coordenadas esféricas.

\

Figura 5.12: Coordenadas es- Figura 5.13: Coordenadas es-

féricas 1 féricas 2

Passo 1 Esbocar o dominio D bem como sua projecao D* no

plano zy (ver Fig. 5.12).

5

>
' 91';,1
il
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Passo 2 Identificar as curvas que limitam a regido D*. Atravessar
aregido D* com uma reta r comegando na origem (ver Fig. 5.13).
A medida em que a reta r percorre a regido D* o angulo ¥ que ela
forma com o eixo x positivo varia do minimo « que sera o limite
inferior da variavel ¥ ao méximo 3 que serd o limite superior da
variavel 9. Dai, a variavel ¥ € [a, f].

Passo 3 Para cada valor fixo da variavel ¢ € [«, 5] atravessar

Figura 5.14: Coordenadas es- Figura 5.15: Coordenadas es-

féricas 3 féricas 4

a regiao D com o plano P que contem o eixo z e forma angulo 9
com o eixo x positivo (ver Fig. 5.14). Tracamos uma reta r que
comeca na origem e estéd contida no plano que corta D. A medida
em que a reta r percorre a regiao D o adngulo ¢ que ela forma com
0 eixo z positivo varia do minimo «(1}) que sera o limite inferior da
variavel ¢ ao maximo () que seré o limite superior da variavel
¢. Dai, a variavel ¢ € [a(¥), 3(9)].

Passo 4 Para cada valor fixo da variavel ¢ € [«, ] e da variavel
r € [a(¥), B(¥)] plano P que contem o eixo z e forma angulo ¥ com

o eixo z positivo. No plano P tragar a reta s que forma angulo ¢
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com o eixo z positivo atravessando a regiao D (ver Fig. 5.15). O 5
ponto onde a reta s entra na regiao D é o limite inferior «(¥, )
para a variavel r e o ponto onde a reta s sai da regiao D é o limite

superior 3(1, ¢) para a variavel r. Dai, r € [a(3, ), B(9, ¢)].

Podemos agora encarar o nosso segundo exemplo onde colocaremos
em pratica a determinagao dos limites de integragao em coordena-

das esféricas.

Exemplo 5.2. Considere o solido gerado pela intersecao das su-

perficies: z = /22 +y? (cone), z = \/a? — 22 — y? (esfera)(Fig

5.11) e determine seu volume.

Figura 5.16: Superficies de Figura 5.17: Intersecao das

exemplo 1 superficies de exemplo 1

SOLUCAO: Para uma melhor compreensio mostramos na (Fig
5.17) o solido gerado pela intersegdo das superficies dadas e na

(Fig 5.18) as superficies que compoem o solido separadas no es-

paco.
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Figura 5.18: Dominio D para o exemplo 2

Usaremos para o caso o sistema de coordenadas esféricas, dada
pela transformagao: (z,y,z) — (r,9,¢) onde x = r cos(¥) cos(y),

y = rsin(¥) cos(p) e z = rsin(p). O jacobiano da transformagao

é dado por:
9r 0y 0z
T T T
J:J<—$’g’z>:det % g—g g—;
nY s g g0 9
dp Op Op

Efetuando as derivadas parciais temos:

cos(¥9) cos(y) sin(¥) cos(p)  sin(yp)
J =det | —rsin(d)cos(p) 7 cos(1d)cos(p) 0
—rcos(¥)sin(p) —rsin(?)sin(p) rcos(p)

Fazendo as contas do determinante temos:

J = r?sin(p)

Aproveitaremos o exemplo para aplicar os passos na determinagao
dos limites de integragao de uma integral tripla no sistema de co-

ordenadas esféricas expostos acima.
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Passo 1: Esbocar a intersegao das superficies (solido D), bem
como sua projecao sobre o plano zy (superficie D*), ver (Fig
5.19). A projecao sobre o plano xy (superficie D*), é dada por
22 + 9?2 < a?

Passo 2: Os limites para a variavel ¥ sao determinados em D*
como em um sistema de coordenadas polares. No caso como D* é
um disco de raio % temos que: 0 < 9 < 27.

Passo 3: Os limites para a variavel ¢ sdo determinados em D
do seguinte modo: para cada valor fixo de ¥, em D*, cortamos o
dominio D por um plano que passa no eixo z e forma angulo ¥ com
o eixo x. Tragamos uma reta M que passa na origem, pertence ao
plano 9 e atravessa o dominio D. O angulo ¢ é o dngulo formado
por M e o eixo z positivo. Para o caso o menor valor é ¢ = 0,
quando M conhecide com o eixo Z e o maior valor de ¢ em D

¢ quando M conhecide com a geratriz do cone z = /22 + 92 e

_7T
80_4'

Passo 4: Os limites para a varidvel r s@o determinados em D
do seguinte modo: para cada par fixo 9, ¢) percorremos a reta
M partindo da origem. O limite inferior de r é o ponto onde a
reta entra em D e o limite superior o ponto onde M sai de D.
Para o nosso caso: 0 < r < a (a reta sai na superficie da esfera
PR s gy

Podemos determinar o volume de D pela integral tripla:

2r  rpi/4  ra
Vol(D) = / / / 2 sin(p)drdpdd
o Jo 0

Integrando primeiramente na variavel r temos:

or  rpi/d 3
Vol(D) :/ / —
o Jo 3

Zsin(cp)dcpdz?

‘95



Mudanca de Variaveis em Integrais triplas

' 96

Substituindo os limites de integragao temos:

2r  rpi/d a3 03
Vol(D) = / / <— - —) sin(¢)dedy
o Jo 3 3

Simplificando temos:

a3 2 ppi/d
Vol(D) = ?/ / sin()dedd
o Jo

Integrando na variavel ¢ temos:

a3 2T
Vol(D) = 3/0 — cos(p)

i/4
)

0

Substituindo os limites de integragao temos:

a3

2m
Vol(D) = 5/0 (—cos(pi/4) 4 cos(0)) dv

Simplificando temos:

Vol(D) = Z:%Tm /027r dv

Integrando na variavel 9 temos:

12 )

a 2
3 2

Vol(D) =

0

Substituindo os limites de integragao temos:

372 — \/(2) (27 —0)

Vol(D) = % .

Finalmente, simplificando temos:

Vol(D) = M O
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Figura 5.19: Dominio D para o exemplo 2

5.4 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que algumas vezes é conveniente fazer
uma mudanga nas varidveis de integracao em uma integral tripla,
para facilitar o célculo da mesma. Vimos em particularmente duas
mudancas de varidveis sao muito importantes e correspondem aos:

sistema de coordenadas cilindrico e sistema de coordenadas esfé-

rico.

RESUMO ]

Consideramos a transformagao (z,y,2) = T'(u,v,w) tal que o do-
minio um ponto do dominio D C R3, (z,y, 2) seja transformado
no ponto (u,v,w) do dominio D’ C R3, (D = T(D')) e mais
especificamente x = &(u, v, w), y = y(u,v,w) e z = Z(u,v,w). De-
finindo o jacobiano da transformacao, denotado J, J <M> ou

U, v, W
d(z,y, z)

O(u,v,w)’

por:

o L]
N
1'_.
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U, VU, W O(u,v,w)
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S

TISPIEIR

ow

Mudanga de Variaveis em Integrais Triplas
Vale entao,a seguinte formula para a mudanca de variaveis en in-

tegrais duplas:

///Df(x’y’z)dwdydz_///D/F(U,U,w)J!dudvdw

onde: F(u,v,w) = f(&(u,v,w),y(u,v,w), Z(u,v,w)) e J & o jaco-
biano J = J <M>

U, UV, W
Sistema de Coordenadas Cilindricas
O sistema de coordenadas cilindricas, dado pela transformacao:
(z,y,2) — (r,9,z) onde © = rcos(¥), y = rsin(?) e z = z. O
jacobiano da transformacao é dado por: J = r e a integral tripla
pela expressao:

///fxy, dacdydz-// F(r, 9, z)rdzdrdy
D/

onde: F(r,9,z) = f(rcos(¥), rsin(¢

Sistema de Coordenadas esféricas

O sistema de coordenadas esféricas, que é dado pela transformacao:
(x,y,2) — (r,9,¢) onde = = rcos(¥) cos(¢), y = rsin(F) cos(p)
ez = rsin(gp). O jacobiano da transformacao é dado por: J =
r?sin(yp) e a integral tripla pela expressao:

///fxy, dxdydz-/// F(r, 9, )r? sin(p)drdedd
s(¢

onde: F(r,9, ) = f(rcos(?) cos(p), rsin(d) cos(p), rsin(y))
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Determinagao dos Limites para Integracao em Coorde-
nadas Cilindricas
Para determinacao dos limites de integragao tripla em coordenadas

cilindricas utiliza-se os seguintes passos:

Passo 1 Esbocar o dominio D bem como sua projecao D* no

plano zy (ver Fig. 5.5).

Passo 2 Identificar as curvas que limitam a regiao D*. Atra-
vessar a regiao D* com uma reta r comegando na origem (ver Fig.
5.6). A medida em que a reta r percorre a regido D* o angulo ¥
que ela forma com o eixo x positivo varia do minimo « que sera o
limite inferior da variavel 1 ao méximo (3 que sera o limite superior

da variavel ¥. Dai, a variavel ¥ € [«, ().

Passo 3 Para cada valor fixo da variavel ¢ € [«, (] atravessar
a regido D* com a reta r (ver Fig. 5.7). O ponto onde a reta r
entra na regidao D* é o limite inferior « (1)) para a variavel r e o
ponto onde a reta r sai da regiao D* é o limite inferior 3(¢) para

a variavel r. Dai, r € [a(19), B(19)].

Passo 4 Para cada valor fixo da variavel ¢ € [o, ] e da va-
riavel r € [a(¥), B(¢)] tomar o ponto (r,d) € D* em coordenadas
polares e levantar a reta s atravessando a regiao D (ver Fig. 5.8).
O ponto onde a reta s entra na regiao D é o limite inferior a(r, )
para a variavel z e o ponto onde a reta s sai da regiao D é o limite

superior (3(r, ) para a variavel z. Dai, z € [a(r, ), B(r, )]

‘99
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Determinagao dos Limites para Integragcao em Coordena-
das Esféricas
Para determinagao dos limites de integracao tripla em coordenadas

esféricas utiliza-se os seguintes passos:

Passo 1 Esbocar o dominio D bem como sua projecao D* no

plano zy (ver Fig. 5.12).

Passo 2 Identificar as curvas que limitam a regido D*. Atra-
vessar a regiao D* com uma reta r comegando na origem (ver Fig.
5.13). A medida em que a reta 7 percorre a regidao D* o angulo ¥
que ela forma com o eixo x positivo varia do minimo « que sera o
limite inferior da varidvel ¥ ao maximo (3 que seré o limite superior

da variavel ¥. Dai, a variavel ¥ € [a, ().

Passo 3 Para cada valor fixo da variavel ¥ € [a, 3] atravessar
a regiao D com o plano P que contem o eixo z e forma angulo 9
com o eixo x positivo (ver Fig. 5.14). Tragamos uma reta r que
comeca na origem e estd contida no plano que corta D. A medida,
em que a reta r percorre a regiao D o angulo ¢ que ela forma com
0 eixo z positivo varia do minimo «(1)) que sera o limite inferior da
variavel ¢ ao maximo () que seré o limite superior da variavel

¢. Dai, a variavel ¢ € [a(¥), 3(9)].

Passo 4 Para cada valor fixo da variavel ¥ € [a, ] e da va-

riavel r € [a(19), 5(¥)] plano P que contem o eixo z e forma angulo
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¥ com o eixo x positivo. No plano P tragar a reta s que forma 5
angulo ¢ com o eixo z positivo atravessando a regido D (ver Fig.
5.15). O ponto onde a reta s entra na regiao D é o limite inferior
a(¥, p) para a variavel r e o ponto onde a reta s sai da regidao D ¢é o

limite superior 3(9, ¢) para a variavel r. Dai, r € [a(9, ), B(9, ¢)].

PROXIMA AULA

&)

Em nossa préoxima aula veremos algumas das intimeras aplicagoes
da integral tripla. Nossa atencao estara voltada para o célculo
do centro de massa e momentos de inércia de solidos gerados por

intersecoes de superficies em R3.

ATIVIDADES

V’

Deixamos como atividades dois problemas envolvendo mudanca

de varidveis em integrais triplas.

ATIV. 5.1. Determine o volume do sélido formado pela intersec-
cao das superficies z =0, z =1+ 22 + 3y e 2? + y? = 1.
Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o

primeiro exemplo e use o sistema de coordenadas cilindricas.

ATIV. 5.2. Seja D C R? a regido formada pela interseccio das
superficies z = 0 e 22 + Y2+ Z2 = 1 e f : R? — R dada por
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f(z,y, z) = z. Determine a integral tripla/// f(z,y, z)dxdydz.
D

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o se-

gundo exemplo e use o sistema de coordenadas esféricas.
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