AULA

Algumas Aplicacoes
das Integrais triplas

META:

Apresentar algumas aplicagoes das integrais triplas de fungoes de
valores reais e dominio em R3.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Determinar o volume, o centro de massa momento de massa € o
momento de inércia de alguns solidos em R3.
PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fungoes de valores reais com do-
minio em R, da disciplina Calculo I, superficies em R3, coordenadas
polares da disciplina Célculo 11, coordenadas cilindricas, coordena-

das esféricas e integrais duplas aula 04 e aula 05.
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6.1 Introducao

Caros alunos, nossa sexta aula tem como objetivo introduzir al-
gumas aplicagbes da integral tripla. Em particular veremos como
calcular a massa de uma regido D C R? dada sua distribuicdo
de densidade, bem como calcular, para a mesma, seu centro de
gravidade e momentos de massa. E um bocado de célculo, mais

chegaremos la.

6.2 Preliminares

Consideraremos uma regiao D C R3? finita, com uma distribuicao
de densidade (massa por unidade de volume) o(z,vy, 2),V(z,y,2) €

D.

Determinacao da massa

Para determinar a massa consideremos uma funcao ® definida

em um dominio paralelepipedal R = {(z,7,2) € R?la < z <

bAhec <y <dhe <z < f}talque D C Re ®x,y,2) =
o(x,y,2) ,(z,y,2) €D

0 (2,y,2) ¢ D
o retangulo R dada por P = P[R] = Pla,b] x Ple,d] x [e, f],

. Considerando a uma parti¢ao para

o produto cartesiano de parti¢des Pla,b], Plc,d] e Ple, f] onde
Pla,b] = {zg = a,x1, ..., 25, Tig1,..., ;g = blxg < 21 < -+ <
xi < Tip1 < -+ <y, Ple,d) ={yo =c,y1,-- -, Yjs Yjt1, - s Ym =
dy, yo <y1 < - <y <Y1 < - < ym e Ple,f] = {20 =
€y 21y y Zhy Zhdls-onin = [} 20 < 21 < o0 < 2z < 2z <
-+ < zp. Tomamos um ponto (&, (5, k) € [Ti—1,Ti] X [yj—1,Y;] X

[2k—1, zk] em cada pequeno paralelepipedo e definimos a seguinte
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soma de Riemann:

I m n
Stmn = D> Y ®(&, Gy ) AV,
i=1 j=1 k=1
A massa da regiao D, denotada m(D), serd a integral integral

tripla da funcdo o(z,y,z) sobre o dominio D C R3, dada por
/ / / o(z,y, z)dxdydz e definida como o seguinte limite:
D

m(D) = // o(x,y, z)dxdydz L Jim Stmn-
D |P|—0

OBS 6.1. Para a determinacao do peso da regiao D toma-se a

seguinte soma de Riemann:

I m n
Simn = Y>> 9(&: G m) @ (& G k) AVigi,
i=1 j=1 k=1
onde g(&;, (j,mk) ¢ a aceleracao da gravidade no ponto (&;, (j, 1k)-

E o peso da regiao D, denotado p(D), sera dado pela integral tri-

pla:
P(D) = / / / oz, )ole, y, 2)dwdydz
D

lim Spn.
|P|—0

Determinagao dos Momentos de Massa

Usando as mesmas consideragbes acima para o calculo da massa
de uma regido D C R3 limitada com distribuicdo de densidade
o(x,y,2),V(x,y,z) € D. Para calcular o momento de massa de
um pequeno paralelepipedo com relacao ao plano coordenado yz
tomamos o seguinte produto &§®(&;, (j,ne)AVijk. Aqui & repre-
senta uma aproximacgao da distancia do pequeno paralelepipedo
A& A Any, ao plano coordenado yz. O momento total em relagao
ao plano yz para a regiao D sera aproximado pelo limite da soma

de Riemann:
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I m n
Simn =3 > > &®(&, ) AV
i=1 j=1 k=1
O momento de massa da regido D em relagao ao plano yz, denotado

M,.(D), sera dado pela integral tripla /// zo(x,y, z)dxdydz
D

definida pelo limite:

M,.(D) = /// zo(z,y, z)dxdydz L im Sy
D |P|—0
De forma semelhante chega-se ao momento de massa da regiao

D em relagao ao plano zz tomando-se a seguinte soma de Riemann:

I m n
Simn = > _ > G®(E&, ¢y mi) AV
i=1 j=1 k=1
O momento de massa da regiao D em relagao ao plano xz, denotado

M,.(D), sera dado pela integral tripla /// yo(z,y, z)dzdydz
D

definida pelo limite:
sz(D)=/// yo(x,y, 2)dedydz < lim S
D |P|—0

E o momento de massa da regiao D em relagdo ao plano xy

tomando-se a seguinte soma de Riemann:

I m n
Stmn = > (&, Gy ) AV

i=1 j=1 k=1
O momento de massa da regiao D em relagdo ao plano zy, deno-

tado M. (D), sera dado pela integral tripla/// zo(z,y, z)drdydz
D

definida pelo limite:
sz(D):/// zo(x,y, z)dxdydz 4 fim Stmn.-
D |P|—0

Determinagao dos Momentos de Inércia

Usando as mesmas consideragoes acima para o cilculo da massa
de uma regido D C R3 limitada com distribuicdo de densidade
o(x,y,2),V(x,y,z) € D. Para calcular, aproximadamente, o mo-

mento de inércia de um pequeno paralelepipedo com relacao a uma
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reta 7, tomamos o seguinte produto d*(&;, ¢j, mk) (&, ¢y M) AVijk,
onde d(&;, (j,n;) representa a distancia do ponto (&;, (j,nx) & reta
r. Em particular a distancia do ponto (&;,(;,nr) ao eixo x é
dada por: d(&, (5, me) = ,/Cj2 + 77 ¢ o momento de inércia do
pequeno paralelepipedo em relacao ao eixo x sera aproximado por:
(C? +02)®(&, ¢y k) AVije. O momento de inércia total em relagao

a0 eixo r para a regiao D serd aproximado pelo limite da soma de

Riemann:l
Simn = Y > > (G + )&, Gy i) AV
i=1 j=1 k=1

O momento de inércia da regiao D em relacao ao eixo x, denotado

I, & dado pela integral /// (v* + 2% o(z,y, z)dzdydz calculada
D

pelo limite:

L) = [ [ [ 6 +2)ewp.2)dudydz ™ i Sin
D |P|—0

De forma semelhante chega-se ao momento de inércia da regiao
D em relagao ao eixo y tomando-se a seguinte soma de Riemann:
I m n
Stmn = >3 (& + ) (&, & k) AVig.

i=1 j=1 k=1
O momento de inércia da regiao D em relagao ao eixo y, denotado

I, & dado pela integral /// (2% + 22)o(z, y, z)dzdydz calculada
D

pelo limite:

Iy(D):///l)(ﬂc2+z2)g(x,y,z)dxdydz CF Y Sy,

|P|—0

Também chega-se ao momento de inércia da regiao D em re-

lacao ao eixo z tomando-se a seguinte soma de Riemann: Sj,,, =

I m n

i=1 j=1 k=1
O momento de inércia da regiao D em relagao ao eixo z é dada pela

integral /// (2% + v o(z,y, z)dzdydz calculada pelo limite:
D
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:/ / / (a® + %) o(x, y, 2)dedydz © lim Sy,
D |P|—0

Determinag¢ao do Centro de Gravidade
O centro de gravidade de uma regido D C R? finita, com uma dis-
tribuigao de densidade méssica o(x,y, 2),V(x,y, z) € D, é o ponto

(Z,9y, z) definido por:

///xgxy, Ydxdydz

m(d) ///Dgx,y,z dmdydz
- M,.(D) ) ///Dyg(x,y,z)d:rdydz .
m(d) / / /D o(z, y, 2)dwdyd>
May (D) :///ng(x,y,z)dxdydz'
m(d) / / /D o(z, y, 2)dwdyd>

6.3 Algumas Aplicacoes da Integral Tripla

S]]
||

z

Faremos duas aplicagoes da integral tripla. A primeira refere-se
ao célculo do centro de massa de de um soélido gerado pela inter-
sec¢ao de superficies, usando o sistema de coordenadas cartesiano.
A segunda trata-se da determinagdo da massa solido gerado pela
interseccao de superficies, usando o sistema de coordenadas cilin-

dricas. Vamos aos nossos exemplos.

Exemplo 6.1. Considerando a intersec¢ao das superficies: = = 0,
r=a,y=0y=2a2 2=0ez=2% (Fig 6.1), determinar sua
massa e seu centro de massa levando en conta uma distribuicao de

densidade constante o(x,y, z) = o.
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Figura 6.1: Gréfico do exemplo 1

SOLUCAO:

Comegaremos por determinar os limites de integragdo inspecio-
nando a (Fig 6.1) e verificando que 0 < 2z < a, 0 < y < 2% ¢
0<z<z2

Em segundo calcularemos a massa da regiao D, m(D) e os res-
pectivos momentos de massa com relagdo ao planos yz, xz e xy,

respectivamente.

Passo 1 determinar a massa m(D), dada pela 1ntegral tripla:

/// o(z,y, 2 dxdydz—// / sddyds

Integrando em 2z temos:

a px? 22
= QZ
0o Jo 0

Substituindo os limites de integracao temos:

a 502
= / / o(z* — 0)dydx
0o Jo

Simplificando temos:

a 12
D)= Q/ / 2 dydx
0o Jo

Integrando em y temos

m(D):g/a " s

dydx

108!
il



Algumas Aplicacoes das Integrais triplas

110

Substituindo os limites de integragao temos:

m(D) = Q/Oa 2(2? — 0)dx

Simplificando temos:
m(D) = o / zide
0

Finalmente, integrando em x temos:

x5 |a
D) =o—
m(D) = o—|
Substituindo os limites de integragao temos:
CL5 05
D)=9o(———
m(D) = o(= - +)
Simplificando temos:
5
a
D) =9o—
m(D) = o+

Passo 2 determinar o momento de massa relativo ao plano yz
Myz( , dada pela integral tripla:

/// T,Y, 2 a:d:zdydz—// / oxdzdydx

Integrando em z temos:

a px? 2
D) = / / 0Tz
o Jo 0

Substituindo os limites de integragao temos:

a :I:2
D)= / / ox(z? — 0)dydx
o Jo

Simplificando temos:

a CC2
M,.(D) = Q/ / 23dydx
o Jo

Integrando em y temos

My.(D) = Q/a “

Substituindo os hmltes de integracao temos:

M,.(D) = g/oa 23(2? — 0)dx

Simplificando temos:
M,.(D) = Q/ 2’ da
0

Finalmente, integrando em x temos:

dydx
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28 a
My.(D) = Qg 0
Substituindo os limites de integragao temos:
a® 0°
My:(D) = o(5 = %)
Simplificando temos:
6
a
Myz(D ) = QF

Passo 3 determinar o momento de massa relativo ao plano xz

M,.(D), dada pela integral tripla:

/// o(z,y,z ydxdydz—// / oydzdydzx

Integrando em z temos:

a rx? 22
= [ [ e
0o Jo 0

dydx

Substituindo os limites de integragao temos:

(D) = /Oa /Om2 oy(z® — 0)dydzx

Simplificando temos:

a $2
M,.(D) = Q/ / :U2ydyda:
0 0

Integrando em y temos:

a 2 22
M,.(D) = g/ xzy— ’ dx
0

2 1o

Substituindo os limites de integracao temos:

a 172 2 2
M,.(D) = Q/O 1‘2(% — %)dx

Simplificando temos:
a $6
0

Finalmente, integrando em x temos:

7

M,.(D) = o
w(D) = 75,

a

Substituindo os limites de integracao temos:

7 7
a 0
M- (D) = (ﬁ - ﬁ)
Simplificando temos:
7
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Passo 4 determinar o momento de massa relativo ao plano xy.
Como a regiao D tem simetria com relagao as varidveis y e z, e a
distribui¢ao de densidade também (por ser constante) temos que

M,.(D) = . De qualquer forma vamos Verlﬁcar

/// T,Y, 2 zdxdydz—/ / / ozdzdydx

Integrando em z temos:
5122
dydx
2 1o Y

D):/Oa/ong 2

Substituindo os limites de integragao temos:

[

Simplificando temos:

a 22 :E4
M) =0 [ [ dyda
0 0

Integrando em y temos:

a 1'4 2
M,.(D) = Q/O 5Y, dz
Substituindo os limites de integragao temos:
a .4
Mer(D) = ¢ [ e~ 0)do
0

Simplificando temos:

a £U6
M,.(D) = Q/ —dzx
0 2

Finalmente, integrando em x temos:

7 a
Mmz(D) - Q_

14 1o
Substituindo os limites de integragao temos:
7 7
a 0
M. (D — - —
Simplificando temos:
7
Mmz(D) = Qﬁ

Passo 5 determinar o centro de massa (Z,y, z) da regiao D, A

saber:
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m(d) a’ 6’
“5
o
[ MLD) 03yt
YT @) o 14
5
o
s _ May(D) 14 _ 5a
~ m(d)  dP 14
%

Vamos rapidinho ao nosso segundo exemplo.

Exemplo 6.2. Considerando a intersecao das superficies: = = 0,
22+ y? =b% 2 =0e 2z = a, (Fig 6.2), determinar sua massa e
seu momento de inércia I, (D), relativo ao eixo z, levando en conta

uma distribui¢ao de densidade constante o(z,y, z) = .

Figura 6.2: Grafico do exemplo 2

SOLUCAO:
Comegaremos por determinar os limites de integracao inspecio-
nando a (Fig 6.2) e verificando que —b < z < +b, 0 < y <

+vb% — 22 e 0 < z < a. Observemos que para este caso é mais ade-
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quado usar o sistema de coordenadas cilindrico, dado pela trans-
formacgao (z,y,z) +— (r,9,2) onde: & = rcos(¥), y = rsin(9),
z = z e os limites de integragao passam a: 0 <r <b, 0<dv <7e
0<z<a.

Em segundo, calcularemos a massa da regiao D, m(D) e o mo-

mento de inércia I, (D), relativo ao eixo z, respectivamente.

Passo 1 determinar a massa m(D), dada pela integral tripla:

/ / / z,y, z)dzdydz = / / / ordzdrdy

Integrando em z temos:

T b a
= / / 0z| rdrdd
0 Jo 0

Substituindo os limites de integragao temos:

a 22
= / / o(a — 0)rdrdy
0 JO

Simplificando temos:

T b
D)= QCL/ / rdrdd
o Jo

Integrando em r temos

T .2
m(D) = Qa/ d19
0

r?
Substituindo os hmltes de integracao temos:

T 32 2
m(D) = Qa/o (% - 0—)d19

Simplificando temos:

b2 ™
(D) = Qa—/ dv
2 Jo

Finalmente, integrando em 1} temos:

b2
m(D) = ga;ﬁ .

Substituindo os limites de integragao temos:
2

m(D) = ea ( —0)

Simplificando temos:
ab?
m(D) = om—5-
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Passo 2 Levando em conta que: x?+y? = (1 cos(d))?+(rsin(9))? = 6
r2, determinar o momento de inércia I, (D), relativo ao eixo z, dada
pela integral tripla:

T rb ra
IZ(D):///Dg(ﬂzjy,z)(:z2+y2)d:zdydz:/0 /O/OQTQszdrdﬁ

Integrando em z temos:

™ b a
IZ(D):/O /0 gz‘or?’drdﬂ

Substituindo os limites de integracao temos:

(D) = /0 ’ /0 i o(a — 0)r3drdd

Simplificando temos:

T b
I.(D) = ga/ / r3drdd
0 0

Integrando em r temos:
s 7"4 b
L(D) = S|
2(D) = oa /0 4 lo
Substituindo os limites de integracao temos:

™ b4 04

Simplificando temos:

b4 T
I.(D) = Qa—/ dg
4 Jo
Finalmente, integrando em ¢ temos:

b4
I,(D) = gazﬂ

T

0

Substituindo os limites de integracao temos:
4

b
I.(D) = gaz(ﬂ —0)
Simplificando temos:
ab*

I(D) = on—
(D) om—

6.4 Conclusao

Na aula de hoje, vimos que dentre as intimeras aplicacoes da

integral tripla, algumas das mais importantes sdo: dada uma regiao
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D C R? e sua distribuicdo de densidade volumétrica de massa
o(z,y,2),Y(x,y,2) € D, as determinagao da massa m(d), dos seus
momentos de massa M, relativo ao plano yz, M,. relativo ao
plano zz e M, relativo ao plano xy, dos momentos de inércia I,

relativo ao eixo x, I, relativo ao eixo y e I relativo ao eixo z.

RESUMO

O nosso resumo de hoje constara de uma série de foérmulas
para os calculo da massa, momento de massa, momento de inér-
cia e centro de gravidade de regides D € R? limitadas no es-
paco dada sua distribuicao de densidade volumétrica de massa
o(x,y,2),V(x,y,z) € D. No corpo do texto temos umas pequenas
argumentacoes heuristicas de como chegar a tais féormulas, usando

particoes e somas de Riemman.

Dada uma regido D € R? limitada com distribuicdo de densi-

dade volumeétrica de massa o(z,y, z) podemos calcular:

A Massa da regiao D
m(D) = /// o(z,y, z)dxdydz.
D
O Momento de Massa de D em Relagao ao Plano yz
M,.(D) = /// zo(z,y, z)dxdydz.
D

O Momento de Massa de D em Relagao ao Plano zz

Mmz(D):///Dy@(ﬁyvz“)dxdyd&
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O Momento de Massa em Relagao ao Plano zy
= /// zo(x,y, z)dzdydz.
D
O Momento de inércia de D em Relacao ao eixo
D)= [ [ [ %+ Pele.p. dudyaz.
D
O Momento de inércia de D em Relagao ao eixo y
D) = /// (2% + 2%)o(z,y, 2)dzdydz.
D
O Momento de inércia de D em Relagao ao eixo 2z

D):///D(a:2+y2)g(m,y,z)d:ndydz.

O Centro de Massa (%,9,z) de D

/// zo(x,y, z)dxdydz

7= M,.(D)
- /// o(z,y, 2 d:cdydz
j= M,.(D) _ ///DyQ x,y, z)dzdydz )
) ///DQ(%y,z)dxdydz
L May(D) _ ///DZQ(%?J,Z)dxdydz
m(d)

- ///Dg(:v,y,z)da:dydz.

PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula passaremos a estudar funcgoes vetoriais

f:C CcR3— R3 onde C ¢ curvas no espaco R?, dada parame-

tricamente por: x = Z(t), y = y(t) e z = 2(t), t €

[a,b]. Nao

estaremos, como no Célculo II, interessados na geometria intrin-

] .‘_:
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seca das curvas e sim na contribuicao de sua geometria no célculo

de integrais de campos de vetores definidos sobre tais curvas.

ATIVIDADES

Deixamos como atividades os seguintes problemas:

ATIV. 6.1. Considerando a intersecao das superficies: = = 0,
r=a,y=0y=2% 2=0ez=2% (Fig 6.1), determinar seu
momento de inércia I, relativo ao eixo z, levando em conta uma
distribui¢ao de densidade constante o(z,y, z) = o.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atengao o

primeiro exemplo, ele lhe servird de guia.

ATIV. 6.2. Considerando a intersecao das superficies: = = 0,
224+9% =02 2z =0e z = a, (Fig 6.2), determinar seu momento de
massa M, relativo ao plano yz, levando em conta uma distribuigao
de densidade constante o(z,y,z) = o. Comentario: Volte ao
texto e reveja com calma e atencao o segundo exemplo, ele lhe

servird de guia.
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