AULA

Integrais de Superficies

META.:

Apresentar integrais de funcdes definidas sobre superficies em R>.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir integrais de funcdes definidas sobre superficies em R> e
calcular algumas integrais de fungoes vetoriais definidas sobre su-
perficies em R3.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fungoes de valores reais com do-
minio em R, da disciplina Célculo I, vetores da disciplina Vetores

e Geometria analitica e superficies em R3.
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8.1 Introducao

Caros alunos nossa aula de hoje “Integrais de Superficies” tem,
como a nossa aula anterior “Integrais de Fungoes Vetoriais sobre
Curvas em R3”, um sabor de fisica, desde a determinaco da massa,
momento de massa e centro de massa de uma superficie até a deter-
minagao do fluxo de um campo vetorial através de uma superficie.
Da mesma forma que na aula anterior, vocés devem ater-se apenas

aos aspectos matematicos da matéria abordada.

8.2 Superficies em R3

Bom, vamos comegar, bem do comego, com algumas formas de
representacao de superficies. A primeira forma de representacio
de uma superficie é considerar uma funcdo f : D C R? — R e
tomar um ponto ¢ € Img(f) da imagem de f. Desta forma, de
modo geral, f(x,vy,2) = c representa uma superficie S C R3.

Exemplo 8.1. Sejam a,b, ¢ > 0e f : R? — R dada por: f(z,y,2)

2,2 .2
T
—+ Z—Q +—. Desta forma f (z,y,z) = d representa elipsoides para
a c

valores positivos de d.

Outra forma de representagdo de uma superficie é através de
uma parametrizacido. Representar S C R3 por: = = 2(u,v), y =

J(u,v) e z = 2(u,v), V(u,v) € [a,b] X [c,d].

Exemplo 8.2. Tomando o exemplo anterior podemos parametri-
zar os elipséides por: x = av/d cos(u) cos(v), y = bv/dsin(u) cos(v)

e z = cVdsin(v), Y(u,v) € [—7,+n| X [—m, +7].
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8.3 Area de Superficies em R? 8

Vamos usar nesta secao uma argumentacao heuristica objeti-
vando encontrar uma férmula para determinagdo da area de uma
superficie S € R3. A argumentacio baseia-se na possibilidade
(ver, Fig. 8.1 ) de determinar a area de uma superficie através
de uma integracao dupla sobre sua projegao (sombra) no plano

D C xy. Suponhamos que a projecio da superficie S C R? dada

= B!

4\/%
-.—

Ik Fij

Figura 8.1: Superficie S C R? e sua projecao D

por: z = f(z,y) sobre o plano zy seja a regido D C zy e seja
D C R C xy um retangulo do plano zy paralelo aos eixos coor-
denados e que contenha a regiao D (ver, Fig. 8.2 ). Podemos
subdividir R em pequenos retangulos (através de partigoes como
vimos em nossa primeira aula) A;; de area Az;Ay;. Podemos
aproximar (ai estd a argumentagao heuristica) a pequena area da
superficie S, denotada Ao;; cuja projecao ¢ o pequeno retangulo
A;j pela parte do plano tangente a S no ponto (z;,y;, f(xi,y;)),
denotada AP;;, que tem a forma de um paralelogamo, (ver, Fig.
8.2 ) cuja proje¢ao no plano zy é também o pequeno retangulo

A PV f. A éarea de AP;; é, de modo geral, maior que a area de

.-h
P
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Figura 8.2: Detalhe do elemento de area Aoy,

A;j (a area da sombra é sempre maior ou igual & area do objeto).

Da geometria vetorial |&; x U; ® p] ¢ a area da projecao do parale-

logamo AP;; onde p é a normal a A;; (no caso para projecoes no
-

plano xy p = k mas, deixaremos p nas formulas caso seja escolhido

outro plano de projecao).
"l_ll’z X 6j Om = Aij
Também da geometria vetorial temos:

@ x Tj o 51 = [ x 5| [71.| cos(piy)] = Ay

onde ;; é o angulo formado pelo vetor normal p(x;,y;) e o vetor
i; X Uj.
Como, da geometria vetorial, (ver em livros de Calculo Avangado)
|i; x Uj| = APj; e [p] = 1, temos:

Ayj
| cos(p)|

Como cada pedago AP;; aproxima o pedago da superficie Aoy;

AP, =

entao a soma:

—1m— n—1m—

n—1m—1 1
E AP = ‘
COS
i=0 j=0 0 90”

Jj= 1=0 j=
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aproxima a area de S. Um refinamento da particao de D C zy me- 8

lhora a aproximagao e podemos entao (argumentagao heuristica)

Are(S) = / /D mdxdy

Para uma superficie dada por f(z,y,z) = ¢, temos |Vf ep| =

escrever:

|V f1.|P].] cos(¢)| e como [p] = 1 portanto:

)= [ o= [ [, reres

Por outro lado podemos extender a argumentacao e determinar a
integral de uma funcio g : D C R? — R) definida sobre a superficie

S C R3 na forma:

// 9@y, d”‘// 9(@9. 2 \Vf°|ﬁ1

Vamos a um exemplo para ilustrar os conceitos acima expostos.

Exemplo 8.3. Considere a superficie S C R? dada por
2z = a+x2+y>2, cuja z = a projecdo no plano zy é a regido D C zy
dada por 22 + 32 < b? e determine sua area (ver Fig. 8.3).

SOLUCAO: Deixamos como a primeira atividade mostrar que:

A=

Figura 8.3: Paraboléide z = a + z? + y?
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se a superficie ¢ dada por z = f(z,y) projetada no plano zy em

D C zy sua area é dada por:

we= [ [ () 5 (2 e

Como z = f(x,y) = 2 + y? temos:

of
AR
ox .
of
AR
oy 4

Dali, substituindo na expressao da 4rea temos:

e = [ () 5 (5 ey

= // V(2)2 + (2y)2 + 1dzdy
22 4y2<b2

Usando so sistema de coordenadas polares, x = r cos(19) e 7 sin(1}),

para o calculo da integral dupla temos para a projecao z?+1y% < b2

b 27
os seguintes limites r = e = e podemos reescrever

0 0
a integral dupla como:

27 b
Are(S) = /0 /O /@r cos(@))2 + (2rsin(9) 2 + Lrdrdd

2w b
= / / \/47“2 cos2(9) + 4r2 sin?(9) + 1rdrdd
o Jo

27 rb
= / / V4r? + 1rdrdd
0 0

dz
Fazendo a mudanca de variaveis z = 472 + 1 temos: p 8r e os
r

o , 3 b 467 + 1
limites de integracao r = passa a z = e podemos

1
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reescrever a integral dupla como:

21 pAb241
Are(D) = / / Vzdzdy
0 1

Integrando primeiro em z depois em ¢ temos:

2m  p4b2+1
Are(D) = / Vzdzdd
o J1

2 46241
= / \/2_3]1 dv
0

2 27
_ _/ (VAZ 1) - 1)d0
3 Jo
2 /a1 — 1|
- vy - )

- 4?”( (4b2 + 1)3 — 1)

8.4 Massa, Momento de massa e Centro de Mas-

sa de Superficies de Casca Fina em R3

Seja uma superficie S C R? de casca fina dada por f(x,y,2) = ¢
e com densidade superficial o : S C R? — R, a massa, 0 momento
de massa em relacao aos planos yz, xz e xy sao dados, respectiva-

mente, por:

M(S) = //Sg(a:,y,z)da://Dg(a:,y,z)|v|¥{’ﬁ|dz4
M,.(S) = //Sg(x,y,z)xda://Dg(x,y,z)a:|v|¥{’mdz4
[ [[etwdo = [ [ oty i taa

My (S) = //Sg(x,y,z)zdo://D‘Q(a:,y,z)z‘éjj.c%ldfl

£
e
I

149
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O centro de massa, denotado (Z,7, z), é dado por:

IVf]
) My (S) // Q(x,y,z)fv,vf iﬂdA
M

(S) // Ly ‘ﬁ\dA
ngs // 9($7y72>y|vf.’md14
(5) // Wf ,ﬂdA

My (S) // oy, 2 IVf’ﬂ
e

Os momentos de inércia com relagao aos eixos x, y e z sdo dados,

=| =

respectivamente, por:

_ v o 17
1) = [ [ ewnoe+ ALz
_ v/

Iy(s> - // Q($,y,2)($2+22>’vf —‘ldA

1) = [ [ dwa)e vyt

Vamos ilustrar com um exemplo. Considere a casca fina des-
crita pela superficie S C R? dada pela parte do cone z24y>—2% = 0
que situa-se acima do plano z = 0 e e abaixo do plano z = a, cuja
densidade é constante e igual a ¢ e determine seu centro de massa
(ver Fig. 8.4).

SOLUCAO: Em primeiro lugar determinaremos a massa da casca
fina, levando em conta que a projeciao de S C R3 no plano xy é a
regido circular D C zy dada por: 22 + 3% < a?.

Para o caso f(z,y,2) = 22 +y?>—22 =0ep = k. dai, seu gradiente

sera:

150,
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Figura 8.4: Cone 22 4+ y> — 22 =0

Vf= —227 — 2y3"— 22k

E temos:

IViepl = 2z

VI = Va2+y?+22= /222 + 22

A massa da casca fina sera:

v
M(S) = dA
(%) / /DQer-m
/ 2 2
22 4y2<a? 2z

vz /2
= 0— —dzdy
2 22 +y2<a? %

2
= Q%// dxdy
22 4y2<a?

Usando so sistema de coordenadas polares, x = r cos(1) e rsin(1}),

para o calculo da integral dupla temos para a projecio z2+1y% < a?

a 27
os seguintes limites r = e = e podemos reescrever

0 0
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a integral dupla como:

27 a
M(S) = QQ / rdrdd
2 Jo Jo

V3 [ P
= ¥ 0”—‘6119
SN BN Y

2
= Qa \/i / 027I'd,(9
4 J—
\/519

= o

a?V2
™o 5

2

Para determinar o centro de massa temos que determinar apenas
M, pois, pela simetria da superficie e como o é constante temos
quez =79y =0.

O momento de massa M, da casca fina sera:

MM&Z://”WfﬂA

NeTEr
_ // NEZEET dy
$2+y2<a2 2z

= gi// zdxdy
2 22 +y2<a?

2
= gi// Va2 + yidxdy
2 x2+y2§a2

Usando so sistema de coordenadas polares, x = r cos(1) e rsin(1}),

para o calculo da integral dupla temos para a projecao z2+1y? < a?
) o a 27
os seguintes limites r = ed = e podemos reescrever

0 0
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a integral dupla como:

2T pa
My (S) = Q? ; /0\/(rcos(ﬂ))QJr(rsin(z?))%drdz?

9 2 ra
— / / \/7“2 cos?(¥) + r2 sin?(9)rdrdy

/ Vr2rdrdd

L
/0 /0 r?drdd
|-

02 ) 49

V2
\/_
v
NG
v
/5
v

2
—= Qa \/7/_02Trd7.9
6
2 27
\/_19

76
a’v/2
3

O valor de z sera dado por:

5 — Mgy (S) 3 _
M(S) o V2
2

8.5 Superficies Parametrizadas

Nesta secao veremos como calcular integrais de superficies para
superficies parametrizadas.
Seja uma superficie lisa S C R3 parametrizada por: = = #(u,v),
y = y(u,v) e z = 2(u,v), Y(u,v) € [a,b] X [c,d] onde Z, § e 2
possuem derivadas continuas com relagdo a u e a v. Podemos
representar a superficie pelo vetor posicao 7(u,v) = :%(u,v)'?%—
G(u,v)j + 2(u, ’U)E Representaremos as derivadas do vetor r com
relacdo a u e a v respectivamente por 7, , 7,. Consideraremos em

R = [a,b] X [c,d] as quatro retas u = ug, u = up + Au, v = vy e

153
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v =1+ Av u = ug + Au e denotamos A, o pequeno retangulo

formado pela intersecgao das quatro retas (ver Fig. 8.8). O pe-

Figura 8.5: Dominio da parametrizagao

queno retangulo A,, é mapeado pela parametrizacdo no pequeno
elemento de area Ao, sobre a superficie S. O paralelogramo for-
mado pelos vetores Auf, e AvF, aproximam (por falta) o elemento

de area Aoy, (ver Fig. 8.6). A area do paralelogramo ¢é dada por:

Figura 8.6: Elemento de area Aoy, em S.

|Aui, x AvFy,| = |y X 7y|AulAv.

A suposicao de que S é uma superficie lisa garante que o produto

vetorial 7, X 7, nao ¢ o vetor nulo e portanto a area do pequeno

e
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paralelogramo também nao é nula. Podemos entao fazer um par-
ticao da regiao R do plano uv e mapeando-a pela parametrizacao
sobre a superficie S. Aproximando cada Aoy, pela area do para-
lelogramo associado podemos aproximar a area de S pela soma de

Riemann:

DY | x Tl Aulw.

u v

Fazendo Au e Av tenderem a zero independentemente, a conti-
nuidade das derivadas 7, do vetor posi¢ao garante que a soma de
Riemann aproxime-se da integral dupla que da a area Are(S) da

superficie S i.e.

b pd
Are(S)—/ / |7y X Ty |dudv.

Esta argumentacao heuristica nos permite extender os con-
ceitos acima desenvolvidos para definir a integral de uma funcao

f:S C R?— R definida sobre a superficie S da seguinte forma:

Definigao 8.1. Sejam S C R? uma superficie lisa definida para-
metricamente por #(u, v) = &(u, v)i + §(u, v)j + 2(u, v)E, V(u,v) €
[a,b] x [c,d] e f: S C R3— R uma funcio de valores reais definida

sobre S entao, a integral de f sobre S sera:

| [ auar | b / " F (), 0 0), (0, 0)) Pl dudo.

Um conceito, vindo da Fisica, muito importante é o do fluxo de
um campo vetorial através de uma superficie no espago. Como
exemplo temos o fluxo de massa (massa por unidade de tempo por
unidade de area) de um fluido que é calculado através do seu campo

de velocidade e da sua densidade de massa. Vamos & definigao:

Definigao 8.2. Sejam S C R? uma superficie lisa no espaco e

F : S c R® — R? uma funcdo de valores vetoriais. Definimos o

155,
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fluxo de F através de S, denotado ¢(F), por:

o(F) / /S F(z,y,2) e fido.

Onde n é a normal unitaria em S.

OBS 8.1. Alternativamente, se S C R? ¢é lisa e definida parame-
tricamente por #(u,v) = &(u,v)i + J(u,v)j + é(u,v)lz, V(u,v) €
[a,b] x [¢,d] ¢ F: § C R? — R3 uma funcio de valores vetoriais.

O fluxo de F através de S , ¢ dado por:

b d
o(F) = / / Fe(u,0), (u,0), 5(u,0)) o il x 7o |dud.

1

Como podemos calcular o vetor normal por i = ————— - (Fy XTy)
|70 X 7|
a integral para o fluxo do campo vetorial F' através da superficie

S pode ser reescrita como:

6(F) = / / Fla(u,v), 5w, 0), 2(u, ) ® (Fy x 7)dudy.

Vejamos um exemplo envolvendo a determinacao do fluxo de um

campo vetorial através de uma superficie no espaco.

Exemplo 8.4. Determine o fluxo do campo vetorial F . R3— R3

dado por F (x,y,2) = 20+ zf—i— xyE através da superficie do para-

2

boldide z = a? — 2% — y?, que fica acima do plano z = 0 (ver Fig.

8.7). SOLUCAO: Comecaremos por parametrizar a superficie
do paraboléide fazendo & = vcos(u), § = vsin(u) e z = a® — v2.

Desta forma o vetor posi¢ao para a superficie fica expresso por:

#(u,v) = vcos(u)i + vsin(u)j + (a® — v?)k.
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Figura 8.7: Paraboloide z = a® — 2% — 2.

As derivadas parciais do vetor posicao # com relacio a u e a v sdo:

7y = —vsin(u)i + v cos(u)j + Ok

7y = cos(u)i + sin(u)j — 20k
Podemos calcular 7, X 7, operacionalmente por:
i j k
— — Op .
Ty X Ty =det | —vsin(u) vcos(u) 0

=
cos(u) sin(u) —2v
Calculando o determinante temos:

- -

Py X 7y = —20% sin(u)i + 2v% sin(u)j — vk

o
O campo vetorial F' sobre a superficie pode ser escrito como:

Flu,v) = (a® = v¥)i + (a® — v*)] + v sin(u) cos(u)k.

Fazendo o produto escalar do campo vetorial F POr Ty, X Ty temos:
Fo(7,x7,) = —20%(a®—v?) sin(u)+2v%(a®—v?) sin(u) —v® sin(u) cos(u)

-
(15
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Simplificando e calculando o fluxo do campo vetorial F sobre a

superficie S temos:

. a +7
o(F) = / —v3 sin(u) cos(u)dudv
a 202 +7
B sm2(u) o

/Oa —v3(sin?(47) — sin?(—n))dv

Il
S WI=S— 5—

8.6 Conclusao

Na aula de hoje, vimos como integrar funcoes definidas so-
bre uma superficie no espago. Funcoes escalares de valores reais
ao longo de superficies no espago com as quais podemos determi-
nar area, massa, momento de massa, centro de massa momento
de inércia de uma superficie representando uma casca fina. Vi-
mos também como calcular integrais de campos vetoriais (fungoes
vetoriais) definidos sobre uma superficie no espago, que essenci-
almente, os conceitos por tris da integracao de campos vetoriais
como o fluxo através de superficies estao intimamente ligados a

Fisica.

RESUMO

Caros alunos, em nossa aula de hoje, sobre integrais de fun-
¢oes definidas sobre superficies no espaco, tanto fungoes escalares

quanto campos vetoriais o contetido visto pode ser resumido como:
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Area de uma Superficie S C R3
Sejam S C R? uma superficie dada por f(x,vy,2) = ¢ cuja projecio
em um dos planos coordenados seja D e p a normal a D. A &rea

da superficie S é dada por:

Are(S)—//Sda—//D‘é?{’ﬁldA

Integral de Superficie S C R3

Sejam S C R? uma superficie dada por f(x,v,2) = ¢ cuja projecio
em um dos planos coordenados seja D e panormala Deg: D C
R3 — R uma funcao de valores reais cujo dominio é a superficie S.

A a integral de g sobre a superficie S é dada por:

//Sg(x,y,z)dcr://Dg(x,y,z)V‘:{L},ldA

Massa e Momento de Massa de uma Superficie S C R3

Se a superficie S C R? representa uma casca fina de densidade
superficial o : S C R? — R™T entdo, a massa, momento de massa
relativo aos planos coordenados yz, xz e xy, sao dados respectiva-

mente por:

M(S) = //Se(fc,y,Z)dff://DQ(M/,Z)W'?]:L?IM

My.(S) = //Sg(x,y,z):cdoz//Dg(x,y,z)x|v|¥{|ﬁdz4
IV

Mo(5) = [ [ et zwdo = [ [ ow oy l=as
My (S) = //Sg(x,y,z)zda://Dg(a:,y,z)z|v|j‘}:|ﬂdfl

Centro de Massa de uma Superficie S C R3

Se a superficie S C R? representa uma casca fina de densidade
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superficial p : S C R3 — R* entdo, O centro de massa da casca

fina, denotado (z,7, z), é dado por:

M) / / el IVf-‘ﬁ
M

e IVf FomiA
-(8) / / ol 2 IVf ’m
* // by 2 IVf-’ﬁ
o My (S) // el |v|¥f’mdA

M [ st f|ﬁ|dA

Momento de Inércia de uma Superficie S C R3

:5

Se a superficie S C R3 representa uma casca fina de densidade
superficial p : S C R?® — R* entdo, os momentos de inércia com

relagdo aos eixos x, y e z sao dados, respectivamente, por:

L) = [ [ e+
v

= €T z $2 22
_ ARV SN A\
1) = [ [ dwae® + gtz

Fluxo de um Campo Vetorial Através de uma Superficie

pmbS C R3

Sejam S C R? uma superficie lisa no espaco e F:.:SCcR3— R3
uma funcao de valores vetoriais. Definimos o fluxo de F através

de S, denotado ¢(ﬁ), por:

o(F) / /S F(z,y,2) e fido.
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Onde n é a normal unitaria em S. 8

Area de uma Superficie S C R? Parametrizada
Sejam S C R? uma superficie lisa definida parametricamente por
Fu,v) = &(u, )i +§(u, v)j + 2(u, )k, ¥(u, v) € [a,b] x [¢, d] entdo,

a area de S sera:

b pd
Are(S):/ / |77y X Ty |dudv.

Integral de Superficie S C R3 Parametrizada

Sejam S C R? uma superficie lisa definida parametricamente por
Fu,v) = 2(u, )i + §(u,0)] + 2(u, v)k, Y(u,v) € [a,b] X [¢,d] e
f:S c R® — R uma funcdo de valores reais definida sobre S

entdo, a integral de f sobre S seréa:

b d
/ /S f .y, 2)do / / £y ), 5 0), 5 (1, 0)) 7 xFo | dudo.

Fluxo de um Campo Vetorial Através de uma Superficie
S C R3 Parametrizada
Se S C R3 ¢ lisa e definida parametricamente por #(u, v) = 2(u, v)i+

§(u, v) + 2(u, v)k, ¥(u,v) € [a,b] X [c,d] e F : § C R3 — R3 uma

fungao de valores vetoriais. O fluxo de F através de S , € dado por:

b d
o(F) = / / Fi(u,0), i, 0), 5(u, 0)) » i x 7ol dud.

1

—— (T X7,
[Ty X 7] (7 x7%)

Como podemos calcular o vetor normal por fi =

.
a integral para o fluxo do campo vetorial F' através da superficie

S pode ser reescrita como:
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. b pd
o(F) = / / B, 0), 5w, 0), 2(u, v) ® (7 x 7 )dudv.

PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula veremos dois importantissimos teore-
mas do Calculo. S&o eles o “Teorema de Green” e “Teorema de
Stokes”. Dizem respeito a integragdo de campos vetoriais ao longo
de curvas fechadas no plano (caso do teorema de Green) e de curvas

fechadas no espago (caso do teorema de Stokes).

ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 8.1. Seja S C R3 uma superficie dada por z = f(z,y)

cuja projecao no plano zy é D C xy. Mostre que sua area pode

/L\/(%)2+ <g—£>2+1da:dy

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao as

ser dada por:

demonstracoes acima, elas lhe servirao de guia.

ATTV. 8.2. Seja uma casca fina dada pela superficie S C R? des-
crita por f(z,y,2) =a®> — 2?2 —y> - 22 =0,y < 0e 2z > 0 (ver

Fig. 8.8) e determine seu centro de gravidade.

Comentario: Observe que a superficie tem simetria e como a

densidade é constante temos: £ =0e §y = —Z.



Calculo III

AULA

Figura 8.8: Cone 22 4+ y? — 22 =0
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