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Teorema de Divergéncia 1 o

META.:

Apresentar o teorema de Gauss e algumas de suas aplicagoes.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Enunciar o teorema de Gauss.

Determinar o divergente de um campo vetorial e determinar o fluxo
de um campo vetorial através de uma superficie fechada em R3.
PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fungoes de valores reais com do6-

minio em R, da disciplina Calculo I e aula 08.
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10.1 Introducao

Caros alunos terminamos aqui nosso curso de Célculo III com o
tema “Teorema da Divergéncia", atribuido ao Matematico alemao
Johann Carl Friedrich Gauss e mais tarde atribuido também ao
Matematico russo Mikhail Vasilievich Ostrogradsky. O teorema
de Gauss, ou teorema da divergéncia, relaciona uma integral tripla
num solido de D C R3 com a integral sobre a superficie S C R3

que é fronteira deste solido.

10.2 Preliminares

Como preliminares pecisaremos apenas extender a definigao de
divergente de um campo vetorial bi-dimensional, visto na aula an-
terior, para o divergente de um campo vetorial tridimensional. Va-

mos logo & tarefa.

Definicao 10.1. Seja F:DcCR — R um campo vetorial
tridimensional dado por F(m,yjz) = fi(z,y, z);—k fg(as,y,z)f—k
f3($,y,Z)E tal que suas componentes fi, fo, f3 : D C R3 — R3
sejam continuas e tenham derivadas parciais de primeira ordem

continuas em D. Definimos o divergente de F , denotado DivF ou

VOﬁ, por:

C=det Oft  Ofa | Ofs
DiyF L 92 O3
w ox + oy + 0z

Exemplo 10.1. Seja F:DcR R0 campo vetorial tridi-
mensional dado por ﬁ(w,y,z) = x2yz;+ a:yzz;+ xyz2E. O seu

divergente sera:
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0 0 0

F = — 2 -~ 2 -~ 2

Ve P (x7yz) + dy (xy°z) + 9 (xyz?)
= 2xyz+ 2zyz + 2zyz

= 6bzyz

10.3 Teorema da Divergéncia

Caros alunos, nesta se¢do vamos estudar a transformacao de
certas integrais de volume em integrais de superficies que é o ana-
logo no espago do teorema de Green( em sua forma divergente)
estudado na aula anterior. Como condi¢bes impostas primeira-
mente ao campo vetorial Fe¢ que ele tenha componentes continuas
e com derivadas parciais de primeira ordem continuas o que jé
basta para o nosso propésito. Quanto a regidao D C R3, que cha-
maremos de simples, desejamos que ela tenha fronteira S C R? seja
regular e suave, que suas projegoes Sy, no plano xy, S,. no plano
yz e Sz, no plano xz sejam regides fechadas de R? com fronteira
suave e que retas paralelas aos eixos coordenados que atravessem
suas projegoes cortem S em no maximo dois pontos Uma tal regiao
serd aqui chamada de regiao simples. Um exemplo de tal regiao é
a limitada pela esfera 22 + y? 4+ 22 = a%. Vamos ao enunciado ¢ a

demonstracao do teorema da divergéncia.

Teorema 10.1. Seja F:DcCR — R um campo vetorial
tridimensional dado por ﬁ(:v,y,z) = fi(z,vy, z);l'+ fa(z,y, z);+
fg(x,y,z)E tal que suas componentes fi, fa, f3 : D C R? — R3

sejam continuas e tenham derivadas parciais de primeira ordem
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continuas em D e D C R3 uma regidgo do espago reqular e suave
tal que sua fronteira fronteira S C R® seja regular e suave, que
suas projegoes Syy no plano vy, Sy. no plano yz e Sy, no plano
xz sejam regioes fechadas de R? com fronteira suave e que retas
paralelas aos eixos coordenados que atravessem suas projegcoes cor-

tem S em no maximo dois pontos (ver Fig. 10.1) entdo:

Figura 10.1: Teorema da divergéncia

///Voﬁdxdydz://ﬁoﬁda
D S

PROVA: Quando projetamos uma regiao regular e simples D no
plano zy, sua fronteira S consiste de duas partes S; e Sy dadas
pelas fungoes: z1(z,y) e z2(x,y) respectivamente (ver Fig. 10.1).
Seja f3(z,y,z) uma fungdo con tinua com derivadas parciais de

primeira ordem continuas em D. Entao:

/// 8f*”’dvz_//s d:vdy/ j s,
(z,y
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Integrando e substituindo os limites temos:

0
// Da—JSdVOl - /Sxyfi”(:”’y’z?(f”vy))divdy—

- / [t a)dedy

Seja i = i+ nyf—i— n.k a normal a S em cada ponto (z,y,z) € S
apontando para fora de D e seja v o angulo entre 7 e k desta
forma temos: 7 @ k = n. = COS(’y).”fi‘.|E‘ i.e. cos(y) =mn, em Sy e
cos(y) = —n, em S;. Dai, e do fato de que dxdy = cos(y)do onde

do é o elemento de area em S, temos:

/ / F3(@,y, (e, y))dady = / / Fon.do
Szy So
e também:

//Sw f3(x,y, 21 (2, y))dedy = _/ ; fan.do

Dai, e da expressao anterior temos:

[ [ v

/ fgnzda + / fgnzdd
S S1

2
= // fgnde'
SaUS1

Como S = S5 U S temos:

/ / /D %dVol: / /S fan.do

De forma anéloga, usando as projecoes de D sobre os planos coor-

denados yz e xz podemos deduzir que:

193



Teorema de Divergéncia

194

///D%dVOZ://ngnzda

e também:

// adev l—//fgnyda

Somando as trés equagdes acima temos:

/// <8f1 an %) dVOl://S(fmx+f2ny+f3nz)da

Como F = flz' + fgj + ng temos:

= 0fi  O0f2  Ofs
VeF Or By 0z

E temos entao:

///v-ﬁdvozz//ﬁ.ﬁdam
D S

10.4 Estendendo o Teorema da Divergéncia para

outras Regides

Caros alunos, muito embora a demonstragao acima do teorema
da divergéncia comportem um grande ntimero de regioes D, muitas
outras nao se enquadram na categoria que goza da propriedade de
ser uma regiao do espaco regular e suave tal que sua fronteira fron-
teira S C R3 seja regular e suave, que suas projecoes Szy no plano

xy, Sy. no plano yz e S, no plano zz sejam regioes fechadas de R?
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Figura 10.2: Teorema da divergéncia

com fronteira suave e que retas paralelas aos eixos coordenados que
atravessem suas projecoes cortem S em no maximo dois pontos. E
o caso da regiao dada pela Fig. 10.2. Observando porém, que se
a regido D puder ser decomposta em um numero finito de regioes
simples, podemos escrever o teorema da divergéncia em cada uma
das sub-regioes e somar o resultado, de forma que para a regiao
D o teorema continue valido. Desta forma podemos enunciar uma

forma mais ampla do teorema da divergéncia. A saber:

Teorema 10.2. Seja F.:DcCcR — R um campo vetorial
tridimensional dado por ﬁ(m,y,z) = fi(z,vy, z);—i— fo(z,y, z)_;-l-
fg(as',y,z)E tal que suas componentes fi, fa, f3 : D C R® — R3
sejam continuas e tenham derivadas parciais de primeira ordem
continuas em D e D C R3 wma regidgo do espaco regular e suave

tal que possa ser subdividida em um numero finito de regides sim-

ples e sua fronteira fronteira S C R? seja reqular e suave, entdo:

///V.Fdxdydz://ﬁ.ﬁda
D S
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10.5 Algumas Aplicacoes do Teorema da Di-

vergéncia

Caros alunos, nesta se¢ao faremos algumas aplicagoes do teo-
rema da divergéncia. A primeira é no calculo do fluxo exterior de
um campo vetorial tridimensional, a segunda no célculo do fluxo
exterior do campo elétrico gerado por uma carga pontual através
da superficie de uma esfera em cujo centro encontra-se a carga elé-
trica e a terceira na redugao da forma integral de leis de balango

& sua forma diferencial pontual.

Exemplo 10.2. Sejam F:R3—R30 campo vetorial tridimensi-
onal dado por: ﬁ(x, y) = xi+ v+ keDa regiao delimitada pela
esfera 2 +y% + 22 < a®. Determine o fluxo exterior de F dado por
/ / F e fido através da superficie da esfera.

VamSos ao calculo do fluxo exterior de um campo vetorial tridimen-
sional.

SOLUCAO: Do teorema da divergéncia temos:

//ﬁ.ﬁda—//e_pv.ﬁdvoz
S

Portanto basta calcular a integral tripla sobre a regido da esfera
do divergente de F.

Como ﬁ(a:, y) = 21+ yj + 2k seu divergente seré:

VeF — @)+ 5w+ 50
= 3
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Dai, temos: 1 0

//ﬁ.ﬁda = //€_D3dVol
S
= 3//e_deoz

= 4ra® O

Vamos ao céalculo do fluxo exterior do campo elétrico gerado por
uma carga pontual através de uma superficie S C R? em cujo in-

terior encontra-se a carga elétrica.

Exemplo 10.3. O campo elétrico gerado por uma carga elétrica

pontual g localizada na origem é dado por:

o q —
E pr—
dre|F]3
Como 7 = 21+ y;—i- zE, colocando ¢ = |[F] = /22 + y? + 22 temos:
E=-LF
4meg
de F = L7
ondae = ET.

Podemos escrever o vetor F' em suas componentes como:
= T - Yy = z

"
Calculando as derivadas parciais das componentes de F' temos:

9
é <x> B ¢3—3x¢2%
_—¢6
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Como ¢ = |F] = /22 4+ y? + 22 temos:

foler T T

or ity t2

Logo:

0 [« _¢3—3x2q§
Eﬂ($>_ ¢

De modo anélogo temos:

e também:

0 [ z _¢3—322¢
2 (:)- 23

Somando as trés equagoes temos:

9 <£> A (i) + 9 (%) _ 3¢ - 3(‘/’325 yi+ 2o
3¢° — 3¢°¢
s

-

Logo como:

g_ 0 (z\_ 9 (y\, 0 [=z)_
V'F‘x<w>+@<&>+w<w>‘°
E

__4d
4megy

V e F temos:
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Tomando Dx* como a regiao entre S e uma esfera centrada na ori-
gem e cujo raio a seja suficiente para que S permanega no interior

da esfera eaplicando o teorema da divergéncia temos:

/ E.ﬁda:// VeEdVol =0
SUS, D*

Logo o fluxo de E através de S no sentido que se afasta da origem
é 0 mesmo que o fluxo de E através de S, no sentido que se afasta
da origem.

Como fluxo de E através de S, no sentido que se afasta da origem

., q .
¢ — temos:
€0

//l_'}"or'ida:g O
S €0

Como ultima aplicagdo veremos como reduzir da forma integral
para a forma diferencial pontual a equacao de balango de massa
conhecida como Lei de Lavoisier.

Sejam D C R3 uma regido regular e suave do espaco e @ : D C
R3 — R3 um campo de velocidade de um fluido cuja densidade de
massa ¢ dada por o : D C R” — R™ e que preenche D. Em sua
forma integral o balanco de massa estabelece que Vd* ¢ D C R?

regular e suave com fronteira S* regular e suave vale:

d
—/// QdVOl—i—/ ovefidoc =0

onde a primeira integral representa a variacao total da massa den-
tro da regiao D* e a segunda representa a variacao de massa que
penetra em D* pela superficie S*.

Usando o teorema da divergéncia temos:

/ ov e fido = // V e (o¥)dV ol
S* D*
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Dai, tomando regides D* que nao variem com o tempo

d B 0o
E///*QdVol—///*adVol

E podemos reformular a equacao de balango de massa para a forma:

[ ][ (5 7e)ave—o

Como a integral acima vale YD* C D C R? podemos dividi-la por
Vol(D*) tazer Vol(D*) tender a zero e usando o teorema do valor
médio para integrais concluir que:

do

E—FVO(QU):O

Que a forma diferencial pontual da equacao de balanco de massa.

10.6 Conclusao

Na aula de hoje, vimos um importante teorema do Céalculo
denominado “Teorema da Divergéncia” atribuido aos Mateméaticos
Gauss e Ostrogradsky. Tem forte conotacgao fisica e utilizado para
reduzir as leis de conservacdo de sua forma integral para forma

diferencial pontual.

RESUMO

No nosso resumo de hoje constam as seguintes definigoes e te-

oremas:
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Divergente de um Campo Vetorial Tridimensional

tridimensional dado por ﬁ(x,y, 2) = fi(z,y, Z)Z—F f2(x,y,z)j+
fg(x,y,z)lz tal que suas componentes fi, fo, f3 : D C R3 — R?
sejam continuas e tenham derivadas parciais de primeira ordem
continuas em D. Definimos o divergente de F , denotado DivF ou

Voﬁ, por:

DivEF = 8x+8y 0z

Teorema da Divergéncia: Forma Restritiva

Seja F:DcCR}— R3um campo vetorial tridimensional dado
por F(:U,y, 2) = fi(z,y, 2)i+ falz,y, 2)] + f3(z, v, z)E tal que suas
componentes f1, f2, f3 : D C R3 — R3 sejam continuas e tenham
derivadas parciais de primeira ordem continuas em D e D C R3
uma regiao do espaco regular e suave tal que sua fronteira fronteira
S C R? seja regular e suave, que suas projecoes Szy 10 plano zy,
Sy» no plano yz e Sz, no plano xz sejam regides fechadas de R?
com fronteira suave e que retas paralelas aos eixos coordenados
que atravessem suas projecoes cortem S em no maximo dois pon-

tos entao:

///Voﬁdmdydz://ﬁoﬁda
D S

Teorema da Divergéncia: Forma mais Ampla

Seja F.:DcCR}— R3um campo vetorial tridimensional dado
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por ﬁ(:c, y,2) = filz,y, 2)i+ fao(x,y, 2)] + fa(z, v, z)E tal que suas
componentes f1, fa, f3 : D C R3 — R3 sejam continuas e tenham
derivadas parciais de primeira ordem continuas em D e D C R3
uma regiao do espago regular e suave tal que possa ser subdividida
em um numero finito de regides simples e sua fronteira fronteira

S C R3? seja regular e suave, entdo:

///v.ﬁdxdydz_//ﬁ.ﬁda
D S

ATIVIDADES

Deixamos como atividades as seguintes questoes:

ATIV. 10.1. Sejam F:R3—R3o0 campo vetorial tridimensional
dado por: ﬁ(a:, y) = 2% — me;—i— 3zzke D CR3a regiao limitada
pela esfera 22 4+ 4% + 22 < a? e z > 0 (acima do plano z = 0). Use
o teorema da divergéncia e determine o fluxo exterior através da
fronteira da regiao D.

Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencdo o

texto e as aplicagoes acima, elas lhe servirao de guia.

ATIV. 10.2. Sejam F:R3—R30 campo vetorial tridimensional
dado por: ﬁ(m, y) = 21+ yj + 2k e suponha que a regidao D C R3
e sua fronteira S C R? satisfacam as hipoteses do teorema da di-
vergéncia. Mostre que o volume Vol(D) da regiao D é dado pela

formula:

1 —
Vol(D):3//Fofida
S
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Comentario: Volte ao texto e reveja com calma e atencao o

texto e as aplicagoes acima, elas lhe servirao de guia.

LEITURA COMPLEMENTAR

AVILA, Geraldo, Calculo 3: Funcoes de Véarias Variaveis, Livros
Técnicos e Cientificos Editora, Sao Paulo, 3% edicdo, 1982.
LEITHOLD, Louis, O Calculo com Geometria Analitica. Volume
2, Editora Harbra, 1994.

STEWART, James,Calculo. Volume 3, 5% edicdo, Editora CEN-
GAGE Learning, 2009.

SWOKOWSKI, Earl E., Calculo com Geometria Analitica, Volume
2, 2% edicao, Makron Books do Brasil SP, 1994.

THOMAS, George B., Célculo, Volume 2, 10, Addilson Wesley,
2003.

KAPLAN, Wilfred, Calculo Avancado Vol.1 e vol.2 Editora Edgard
Bliicher 1991.// SPIEGEL, Murray R. Céalculo Avancado, Editora
McGraw-Hill do Brasil, 1971.

BOUCHARA, Jacques, Calculo Integral Avancado, EDUSP, 2006.

10

ju

,
03,

il



