CALCULO NUMERICO Aula 2

Erros

META

Conceituar o erro, as fontes e formas de expressar
estes erros, propagacao dos erros em operagoes
aritméticas formula geral e problema inverso.

OBJETIVOS

Resolver problemas praticos de erros em fungdes de n
variaveis e calcular a cota para o erro em processos
infinitos.

2.1 Erros
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Na aula anterior vimos que nem sempre a aritmética computacional coincide
com a aritmética real.

0000 0O0OOIoom Of 00Oooor O namero irracional com infinitos digitos, néo é
possivel ser armazenado na memoria do computador por ela ter tamanho finito e fixo.
Ao armazenar este na forma standard, ocorre uma aproximacgao do valor exato. Logo
existe um erro. Neste caso, de arredondamento.

2.2 Tipos de Erros
Pela fonte onde s&o produzidos estes erros podemos classifica-los como:

» Erros de modelagéo

# Erros inerentes aos dados de entrada
# Erros de arredondamento

# Erros de truncamento

Os erros de modelagdo sédo provenientes da simplificacdo das situagcdes
reais que se faz através do modelo, ignorando-se certos aspectos do mundo real.

Os erros inerentes s&o os erros cometidos nos valores dos dados, causados
pela inexatiddo das medidas tais como distancia, tempo e temperatura, e que séo
medidos por instrumentos limitados, por enganos pessoais ou pela natureza.

Os erros de arredondamento séo o resultado da representacdo de um
numero numa maquina.

Os erros de fruncamento sao erros cometidos pela aproximagdo de um
calculo infinito por outro finito.

Definigdo 4. - O erro absoluto é definido como a diferenca do valor exato e valor
aproximado.

0= Ve - Va
onde:
[lé o erro absoluto
Ve é o valor exato
Va é o valor aproximado
O médulo do erro absoluto (erro absoluto maximo) é o valor absoluto de:
|00 =|Ve-Va|
O erro relativo é representado como o erro absoluto dividido pelo valor exato

O=0/Ve 0 0/Va

Obs. Usa-se o valor aproximado Va se ndo se conhece o valor exato Ve

lino@ufs.br




CALCULO NUMERICO Aula 2

O erro percentual é representado como:

P =100C

2.3 Propagacao do erro nas operagoes aritméticas

2.3.1 Erro na soma e diferenga

P1. Seja Vaz = Va; £ Va,

P2. Seja Vesz = Ve £ Ve,
P3.0i=Vei-Va;,i=1,23

P4.Vas + 3 = (Va1 + D1) + (Vaz + Dz)
P5. Ds = D1 DDDZ

P6. |D3| = |D1 D]Dzl

P7. |0500004 | + ||

2.3.2 Erro no produto

P1. Seja Vaz = Va4 . Va,

P2. Seja Ves = Ve, . Ve,

P30l = Vei- Va;,i=1,2,3

P4.Vas + [z = (Va1 + D1) . (Vaz + Dz)
P5.Vaz+03=01.0,+04.Va,+Va,.l,+Va;.Vas
P6.0s=04.0+Va,.04+Va,. s

P7. D3/V83 = (Vaz. 01+ Vaq. 0o+ 0. DQ)/V83
P8.0;=0¢.0+ 01+ 05

P9. |D3| = |D1 Lo+ 04 + Dzl

P10. [D3| DD]D1| . ||]2| + ||]1| + ||]2|

2.3.3 Erro na divisao

P1.Seja Vasz = Va4 / Va,

P2.Seja Ves = Ve, / Ve,

gl = Vei - Vai , i = 1,2,3

P4.Va3 DDD3 = (Va1 D]D1) / (Vaz DDDQ)

P5.Vas 0 0000000004) . (1 / Vag (1000000, / Vay)!
P6.Va3 DDD3 = (Va1 /Vag 004 /Vaz) . (1 -/ )
O0N00I0I00000I0O0- DOOMN0mIN000n

000000I0000I00000I0000000000000000- Do0000imm0oas?

O00ooionoon- 0oo

O000nO0Ommomoo- oom

O O A
Exemplo 1:
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Sejam o0s numeros irracionais m = 3.1415926535897931159980...e

V2 = 1.4142135623730951454746 ... (valores dados pelo ScilLab , %pi e sqrt(2) com
format(25)), que devem ser armazenados em uma maquina de t=8 digitos na

mantissa. Qual & o erro absoluto para T+ V2 e param* V2 ?

Os valores de m = 0.31415927 = 10' e v2 = 0.14142136, estdo na forma
standard normalizada.

Observe que as mantissas foram arredondadas. Pela definicdo de erro
absoluto:

&z = 3.1415926535897931159980 ... — 3.1415927 = —0.0000000464102067887495 ...
&7 = 1.4142135623730951451746 ... — 1.4142136 = —0.0000000376269049251476 ...

Emvz) = E€x T &z = —0.0000000464102067887495 ... — 0.0000000376269049251476 ...
= —0.0000000087833018636019 ...

Eqwz) = M*Ep7 + \/E*en+ Ex * €3
= 3.1415927 = (—0.0000000376269049251476) + 1.4142136
* (—0.0000000464102067887495) + (—0.0000000376269049251476)
# (—0.0000000464102067887495) = 0.0000927299886941268531

Exemplo 2:
Qual o erro maximo para um numero x com t digitos na mantissa, se ele é
arredondado?

(0000000000 00 0000000000010 00100I00000000 00 000m0I1000 0000 0 d0000m00 conan
nao se modifica. Entao os valores do digito t e digito t+1 poderdosert0,t 1,t 2t3 out
4 ou (t-1)5, (t+1)6, (t+1)7, (t+1)8 ou (t+1)9, fazendo parte do valor exato, e os
100000T000I0II0O0DI04 0008 Hal00I06 UI00I0g Serao menores que 0.5x10™.

2.4 Férmula geral para Erros

Seja uma fungao diferenciavel y = f(x).
Uma variagao de x em um (x) faz que mediante a funcao f haja uma variacao
dey, assim:

O(y) =f[x+ (x) ] - f(x),

considerando [(x) um valor muito pequeno, ou seja, uma quantidade que
represente um erro em x. Utilizando f teremos uma variagéo de y, chamada de [(y), e
que representara o erro em y ou da funcgao f.

Se em [(y) = f [ x + 0(x) ] - f(x) multiplicando e dividindo o segundo membro
por [(x) temos:

(

OCy) = {f[x+D0(x)]-f(x) } O(x) / O(x
O(y) ={f[

x + 0(x) 1/ 0(x) - f(x) / O(x) } O(x)
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O000000T(x) Ox, considerando Ox muito pequeno
[0, I0O0I0O000O,|

Em geral seja:
u =f (x4, X2, X3,..., Xn)
seja:
Ox, parai=1,2,3,..,n
os erros absolutos dos argumentos de f, entdo o erro absoluto de u é:
Oy 00(0f / 0x4000xq + (OF / Ox2l0xp + ... + (0f / 00004y
Ou| O [(0f / ox4III004] + |(0f 1 0x20010k2| + ... + |(OF / OXn[Ixn|
du 0 |(0f 1 0x4I0000xq| + |(OF 1 Ox00000xo| + ... + |(OF / OXn[0000xn |
Exemplo:
Achar o maximo erro absoluto e relativo do volume de uma esfera se o
(o [ =Y 0 0t o o
V =1/6 O D®=V(UID) (funcdo em duas variaveis)
Observe que é considerada uma variavel porque tem erro.

Op 000,05 U 00,0016

oV /o0 =1/6 D*=1/6 (3,7)° = 8,4421666
aV /oD =1/2 0 D? = (1/2) 3,14 (3,7)? = 21,4933

Oy = (8V /8000 + (8V / D)p =
18,4421666 (0,0016) + 21,4933 (0,05) =
110,01350746656 + 1,074665 = 1,08817246656 cm®

Ov 011,08817246656 / 26,508403 = 0,041050 ou

Ov 0 (1/6 D3 0y +1/2 O D? Op)/(1/6 OID°)

OyO00Og+30p

Oy 0100000000000000I000000000000000000000000000100000001000,04105

2.5 Problema inverso do Calculo de Erros

O problema inverso do calculo de erros consiste em encontrar os erros dos
argumentos de uma fungéo dado o erro da fungéo.

Seja a fungéo:
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u="f(x1, X2, X3, X4, ..., Xn)

dado o erro em u determinar os erros para X1, X2, X3, X4, ..., Xn.

Este problema ndo tem solugédo analitica exata, j& que temos n incognitas
para uma unica equagao.

Para poder dar uma solucdo a este problema ha que se considerar
restricoes a fim de reduzir o problema a uma equagéo e uma incognita.

0000 00000moOo 00000 boido 10000000 01 bo0DoOoon 000 0oo0i0100 Do0 Coonoan
(00000 DioDiD00i ool OoO-se em estatistica. Este principio supde que as leis fisicas
atuam da mesma maneira para uma acgéo produzindo efeitos iguais.

Extrapolando esta idéia para o problema inverso do calculo de erros surgem
as seguintes hipoteses:

| . Os erros absolutos sao iguais para x1, X2, ..., Xn.

Il. Os erros relativos sao iguais para x1, x2, ..., Xn.
[ll. A fung&o u contribui no erro total.

2.5.1 Hipotese |

P1. 0y = Oxo = O3 =...= xn = Kq (Hipétese)
P2. [0, é conhecido (Hipotese)
P3.0u=X(0f /oxi)Ux,i=1,2,..,n (def. de )
P4. 0y = kq X(0f / 09xi) (P3, P1)
P5. k1 =0y / X (0f / 9xi) (P4)
2.5.2 Hipotese Il

00000y 000y DI04, = ko (Hipotese)
0010, é conhecido (Hipotese)
0000y = X(of /oxi) Ok ,i=1,2,...,n (def. de ¢€)
0000y = Y(of /oxi) O xi/xi,i=1,2,..,n (P3)
O000y = XY(of Joxi) xi Oy ,i=1,2,...,n (P4)
0000y =k2 Y (of /oxi) xi ,i=1,2,...,n (P5, P1)
P7.ky=¢,/ % (0f /oxi)xi,i=1,2,..,n (P6)
2.5.3 Hipotese lll

P1. (of / ox1) x1 = (9f / 0x2) x2 =... = (9f / 9xn) xn = k3 (Hipdtese)
P2. [, é conhecido (Hipotese)
P3. Oy = Y (of / 9xi) Oy , i=1,2,..,n (def. de D)
P4.0,=nKks (P3, P1)
P5.ks=0,/n (P4)

2.6 Erros de Truncamento
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Erro cometido ao aproximar um calculo infinito por outro finito.
Exemplo 1:

XO) X11 X21 X31 LRRE] Xn, Xn+1,
X1 = F(Xo)
X2 = F(X1)

Xn+1 = F(Xn)
Xn — X*

Seja ¥ uma solucao aproximada da sequéncia { x, } que converge a x* no
limite.

x — valor aproximado
x* — valor exato

X* =1lim,,_, X,
Xo, X1, X2, ...y X, ... @ X
D00e-Va=x*-%

*

onde [I0I0I0IIOIOOMICOO0OO0OO0O0

Exemplo 2
Seja uma funcéo f(x), n vezes continua e diferenciavel, num intervalo [a,b].

fl) = X2, fll.(,a) (x — a)t Série de Taylor
se a =0, Série de Mac-Laurin

Célculo da funcéo sen x, isto é, expressar como uma série de poténcias

Solucgao:
f(x) = sen x [riomoi-cos x
T(x) = cos x fll(x) = sen x
I(x) = -sen x fllll(x) = cos x

fungéo trigonométrica ciclica

Paraa =0:
f(0)=0 [nooman-1
A m{in) (roonioona
[oooonoo flll(x) = 1

0 1 0 1 0
—_ _ 0 _ _ 1 _ _ 2 _ _ 3 _ _ 4
senx = 0!(x 0)° + 1 (x—0) +2!(x 0)% + 3!(x 0) +4! (x—=0)*+
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‘
\

3 5

X +x
senx =x ——
3! 5!
21+1 i .
senx = Yo, (21+1)'( 1)!, x —radianos
l —
=0 (21+1)'( D=
21.+1 i
l 0 (21+1)'( D=
2!+1 i
& =Ve-Va=Eitir1 Giry 2i+1)! e D

Estima o erro — Encontrar uma cota superior para o erro.

Teorema: I00I0I0I00TOY -, (—1)¢ , tal que |uo| > [us| > |uz| > [us| > ... > [Un| > [Uns1] > ...
alternada e convergente, entdo ).72,(—1)" < |uk+|

Para a série sem x: u = (— 0000000000
x2i+1 x2i+3 x2i+1x2
(2i + 1)! > 2i + 3! - QRi+D!'QRi+2)2i+3)
x2i+1 x 21+1
Qi+ D! |i+2)(2i +3) (21 + 1)!
Para a fungéo sem x:
x2k+3
o< kT 3)!
Exemplo:
Determinar o erro de truncamento para o calculo de sen 30° pela férmula de
Taylor.
Solucgao:
x3 x5 x7 x°
Senx =X ——+E—?+a
200 = s T T _@W/6)  (1/6)*(n/6)’
sen = sen 6 = 6 6 6.20
x7 B (7'[/6)37

<71 76

SOIX
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A |
1 3.2 - 0'3.2( )
x3 x? x?
523545 135D
x5 x2 x2
S3 :_"5252'6_.7(_1)

G

Calculodo e :

f(x) = &*
Fazerx=1-1f(1)=e
T(x) = ex fl(x) = &

6_21'

f(0
1(0)

=1
=1

II o~
1l Il

N
e’
e’

Parax=1—e=1+=+—+=+=+—+ -
o! 1! 2! 3! 4!

=1+1+05+0,1666

e = 2,6666
& a = Z —'
" i=k+1l'
2 xi_ xk+1 N xk+2 N xk+3 N
__kli!_(k+1)! (k+2)! (k+3)!
bl xk+1 2

1

(k+1)'[ T2 T kr k13

x3

NEDIEBDIEDN
1

1
(k+2)(k + 3)
1

NUEDIED)

(k+2)(k+3)(k+4)

xk+1 3

x2 X

Tarz "

[ee]

R
1—

i=0

X
< (k+1)!l1+k+2

co
xk+1

< (k+1)!;(kiz)

Se a = =<1
Kk+2

x < k+2
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Se k=0, x<2
xk+1 1
er < )
k+1D!'1__%X
(e DV -1
Sex=1,
1 k+2 k+2

TS r D k+2-1 kr DIkt D
3+2 5 5

T <44 ~ 244 96

Exemplo:
Quantos termos da série de Taylor sdo necessarios para que o numero [0
tenha um erro menor que 0,01.

Solucéo:
0r < 0,01
< kot 2 < 0,01
TSEDIGAD
o 4 _ 4
parak—z.g_18
parak=3:i:i
414 96
parak =4:— ==
5!5 100

O numero de termos é 6.

2.7 Atividades

1. Se 1000000100O00DID0OIOINOIOD0O0OINO00IONMostre que 1/1000 aproxima 1/x com
erro absoluto menor que |0/ /| (1000 + & )?|

2. A altura H e raio R da base de um cilindro sdo medidos com aproximagao de
0.5%. Qual € o maximo erro absoluto e relativo ao calcular o volume. n = 3.14

3. Um cilindro de aluminio com didametro da base d = 2cm + 0.01cm altura h = 11cm
+ 0.02cm e peso p = 93.4gf £ 0.001 gf. Determinar o erro relativo do peso
especifico pe = p/v

4. Determine a série de Taylor para a funcéo f(x) = sen x , e a cota do erro de
truncamento. Quantos termos da série sdo necessarios para cometer um erro
menor que 0.01. x=0.8

5. Um cilindro de aluminio com didmetro da base d = 2cm = 0.01cm altura h = 11cm

+ 0.02cm e peso p = 93.4gf £ 0.001 gf. Determinar o erro relativo do peso
especifico pe = p/v .
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2.8 Referéncias

CUNHA, Cristina. Métodos Numéricos. 22 Ed. Campinas SP: Editora da UNICAMP,
2003. ISBN: 85-268-0636-X , CDD [0 620.00151

BURDEN, L. Richard, J. Douglas Faires Analise Numérica SP: Editora Pioneira
Thomson Learning, 2003. ISBN 85-221-0297-X CDD - 515

lino@ufs.br




