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Erros 
 
 
 
 
 

META  
 

Conceituar o erro, as fontes e formas de expressar 
estes erros, propagação dos erros em operações 
aritméticas fórmula geral e problema inverso. 
 
 
 
 

OBJETIVOS 
 

Resolver problemas práticos de erros em funções de n 
variáveis e calcular a cota para o erro em processos 
infinitos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2.1 Erros 
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Na aula anterior vimos que nem sempre a aritmética computacional coincide 
com a aritmética real.  

número irracional com infinitos dígitos, não é 
possível ser armazenado na memória do computador por ela ter tamanho finito e fixo. 
Ao armazenar este na forma standard, ocorre uma aproximação do valor exato. Logo 
existe um erro. Neste caso, de arredondamento. 
 
 
 
2.2 Tipos de Erros 
 

Pela fonte onde são produzidos estes erros podemos classificá-los como: 
 

 Erros de modelação  
 Erros inerentes aos dados de entrada  
 Erros de arredondamento  
 Erros de truncamento 

 
 

Os erros de modelação são provenientes da simplificação das situações 
reais que se faz através do modelo, ignorando-se certos aspectos do mundo real.  

Os erros inerentes são os erros cometidos nos valores dos dados, causados 
pela inexatidão das medidas tais como distância, tempo e temperatura, e que são 
medidos por instrumentos limitados, por enganos pessoais ou pela natureza. 

Os erros de arredondamento são o resultado da representação de um 
número numa máquina.  

Os erros de truncamento são erros cometidos pela aproximação de um 
cálculo infinito por outro finito. 

 
Definição 4. - O erro absoluto é definido como a diferença do valor exato e valor 
aproximado.  
 

= Ve - Va 
 

onde:  
 

é o erro absoluto  
Ve é o valor exato  
Va é o valor aproximado  

 
O módulo do erro absoluto (erro absoluto máximo) é o valor absoluto de:  

 
| | = | Ve - Va | 

 
O erro relativo é representado como o erro absoluto dividido pelo valor exato  
 

=  / Ve    / Va 
 

Obs. Usa-se o valor aproximado Va se não se conhece o valor exato Ve  
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O erro percentual é representado como:  
 

P = 100  
 
 
 
2.3 Propagação do erro nas operações aritméticas  
 
2.3.1 Erro na soma e diferença  
 
P1. Seja Va3 = Va1 ± Va2             (Hipótese)  
P2. Seja Ve3 = Ve1 ± Ve2          (Hipótese)  
P3. i = Vei - Vai , i = 1,2,3                     (def. de erro absoluto)  
P4. Va3 + 3 = (Va1 + 1) ± (Va2 + 2)                   (P2 e P3)  
P5. 3 = 1 2                          (P4,P1)  
P6. | 3| = | 1 2|            (definição de módulo)  
P7. | 3 1| + | 2|        (desigualdade triangular) 
 
 
 
2.3.2 Erro no produto  
 
P1. Seja Va3 = Va1 . Va2          (Hipótese)  
P2. Seja Ve3 = Ve1 . Ve2             (Hipótese)  
P3 i = Vei - Vai , i= 1,2,3            (def. de erro absoluto)  
P4. Va3 + 3 = (Va1 + 1) . (Va2 + 2)          (P2 e P3)  
P5. Va3 + 3 = 1 . 2 + 1 . Va2 + Va1 . 2 + Va1 .Va2                (P4)  
P6. 3 = 1 . 2 + Va2 . 1 + Va1 . 2            (P5 e P1)  
P7. 3 / Va3 = (Va2 . 1 + Va1 . 2 + 1 . 2) / Va3          (def. de erro relativo)  
P8. 3 = 1 . 2 + 1 + 2             (def. de erro relativo)  
P9. | 3| = | 1 . 2 + 1 + 2|             (def de módulo)  
P10. 3| 1| . | 2| + | 1| + | 2|                         (desigualdade triangular) 
 
 
 
2.3.3 Erro na divisão  
 
P1.Seja Va3 = Va1 / Va2           (Hipótese)  
P2.Seja Ve3 = Ve1 / Ve2           (Hipótese)  

i = Vei - Vai , i = 1,2,3           (def. de erro absoluto)  
P4.Va3 3 = (Va1 1) / (Va2 2)                    (P2 e P3)  
P5.Va3 3 1) . (1 / Va2 2 / Va2)-1       (P4)  
P6.Va3 3 = (Va1 / Va2 1 / Va2) . (1 - / ...)        (P5) 

- 2                   (P6)  
- 2      (P7)  

-              (P8 def. erro relativo)  
-                   (P9 Módulo)  

           (P10 desig. triangular) 
Exemplo 1: 
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Sejam os números irracionais e 
 (valores dados pelo SciLab , %pi e sqrt(2) com 

format(25)), que devem ser armazenados em uma máquina de t=8 dígitos na 
mantissa. Qual é o erro absoluto para  e para  ? 

 
Os valores de  e , estão na forma 

standard normalizada. 
Observe que as mantissas foram arredondadas. Pela definição de erro 

absoluto: 
 

 
 

 

 
 

 
 
 
Exemplo 2: 
Qual o erro máximo para um número x com t dígitos na mantissa, se ele é 

arredondado?  
 

não se modifica. Então os valores do dígito t e dígito t+1 poderão ser t 0,t 1,t 2,t 3 ou t 
4 ou (t-1)5, (t+1)6, (t+1)7, (t+1)8 ou (t+1)9, fazendo parte do valor exato, e os 

0 1 2 3 4 6 7 9 serão menores que 0.5x10-t. 
 
 
 

2.4 Fórmula geral para Erros  
 

Seja uma função diferenciável y = f(x).  
Uma variação de x em um (x) faz que mediante a função f haja uma variação 

de y, assim: 
 

(y) = f [ x + (x) ] - f(x), 
 

considerando (x) um valor muito pequeno, ou seja, uma quantidade que 
represente um erro em x. Utilizando f teremos uma variação de y, chamada de (y), e 
que representará o erro em y ou da função f. 

Se em (y) = f [ x + (x) ] - f(x) multiplicando e dividindo o segundo membro 
por (x) temos: 

 
(y) = { f [ x + (x) ] - f(x) } (x) / (x) 

(y) = { f [ x + (x) ] / (x) - f(x) / (x) } (x) 
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(x) x, considerando x muito pequeno 
y x| 

 
Em geral seja:  
 

u = f (x1, x2, x3,..., xn) 
 

seja:  
 

xi, para i = 1, 2, 3, ..., n 
 

os erros absolutos dos argumentos de f, então o erro absoluto de u é:  
 

u ( f / x1 x1 + ( f / x2 x2 + ... + ( f / xn 
u| = |( f / x1 x1 + ( f / x2 x2 + ... + ( f / xn xn| 

u|  |( f / x1 1| + |( f / x2 x2| + ... + |( f / xn xn| 
 

u  |( f / x1 x1| + |( f / x2 x2| + ... + |( f / xn xn| 
 
 

Exemplo:  
Achar o máximo erro absoluto e relativo do volume de uma esfera se o 

diâ  
 
V = 1/6   D3 = V( D) (função em duas variáveis)  
 
Observe que é considerada uma variável porque tem erro.  
 

D 0,05    0,0016  
 

V /   = 1/6 D3 = 1/6 (3,7)3 = 8,4421666  
V / D = 1/2  D2 = (1/2) 3,14 (3,7)2 = 21,4933  

 
V = ( V /  + ( V / D) D =  
8,4421666 (0,0016) + 21,4933 (0,05) = 
0,01350746656 + 1,074665 = 1,08817246656 cm3 

 
V 1,08817246656 / 26,508403 = 0,041050 ou 
V  (1/6 D3  +1/2  D2 D)/(1/6 D3)  
V   + 3 D  
V 0,04105 

 
 
 

2.5 Problema inverso do Cálculo de Erros  
 

O problema inverso do cálculo de erros consiste em encontrar os erros dos 
argumentos de uma função dado o erro da função.  
 

Seja a função:  



CÁLCULO NUMÉRICO Aula 2 

 

lino@ufs.br 
14 

 
u = f (x1, x2, x3, x4, ..., xn) 

 
dado o erro em u determinar os erros para x1, x2, x3, x4, ..., xn.  

Este problema não tem solução analítica exata, já que temos n incógnitas 
para uma única equação.  

Para poder dar uma solução a este problema há que se considerar 
restrições a fim de reduzir o problema a uma equação e uma incógnita. 

-se em estatística. Este princípio supõe que as leis físicas 
atuam da mesma maneira para uma ação produzindo efeitos iguais.  

Extrapolando esta idéia para o problema inverso do cálculo de erros surgem 
as seguintes hipóteses: 

 
I . Os erros absolutos são iguais para x1, x2, ..., xn.  
II. Os erros relativos são iguais para x1, x2, ..., xn.  
III. A função u contribui no erro total.  

 
 
 

2.5.1 Hipótese I 
 

P1. x1 = x2 = x3 =...= xn = k1          (Hipótese)  
P2. u é conhecido            (Hipótese)  
P3. u =  xi , i = 1, 2, ..., n         (def. de )  
P4. u = k1              (P3, P1)  
P5. k1 = u /            (P4) 
 
 
 
2.5.2 Hipótese II 
 

x1 x2 xn = k2           (Hipótese)  
u é conhecido            (Hipótese)  
u =  xi , i = 1, 2, ..., n         (def. de ) 
u = xi  xi / xi , i = 1, 2, ..., n        (P3)  
u = xi xi , i = 1, 2, ..., n         (P4)  
u = k2 xi , i = 1, 2, ..., n            (P5, P1)  

P7. k2 = u / xi, i = 1, 2, ..., n         (P6) 
 
 
 
2.5.3 Hipótese III  
 
P1. ( f / x1) x1 = ( f / x2) x2 =... = ( f / xn) xn = k3       (Hipótese)  
P2. u é conhecido            (Hipótese)  
P3. u = xi ,  i = 1, 2, ..., n         (def. de )  
P4. u = n k3                (P3, P1)  
P5. k3 = u / n             (P4) 
2.6 Erros de Truncamento  
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Erro cometido ao aproximar um cálculo infinito por outro finito.  
 
Exemplo 1: 
 

x0, x1, x2, x3, ..., xn, xn+1, ... 
x1 = F(x0) 
x2 = F(x1) 
     : 
     : 
xn+1 = F(xn) 
xn  x* 

 
Seja  uma solução aproximada da seqüência { xn } que converge a x* no 

limite. 
 

x valor aproximado 
x* valor exato 
 
x* =  
x0, x1, x2, ..., , ...  x* 

e - Va = x* -  
 

onde  
 
 

Exemplo 2  
Seja uma função f(x), n vezes contínua e diferenciável, num intervalo [a,b]. 
 

  Série de Taylor 
se a = 0, Série de Mac-Laurin 
 

Cálculo da função sen x, isto é, expressar como uma série de potências  
 

Solução:  
 

f(x) = sen x    -cos x  
(x) = cos x    f (x) = sen x  
(x) = -sen x    f (x) = cos x 

 
função trigonométrica cíclica 

 
Para a = 0:  

f(0) = 0    -1  
    
   f (x) = 1 
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, x radianos 
 

 = Ve 

 

,= Ve 

 
Ve - Va =  

 
Estima o erro  Encontrar uma cota superior para o erro. 
 
 

Teorema:  , tal que |u0| > |u1| > |u2| > |u3| > ... > |un| > |un+1| > ... 
alternada e convergente, então  < |uk+1| 
 

Para a série sem x : u =   
 

 

 

 

 
Para a função sem x: 

 

 
Exemplo: 
Determinar o erro de truncamento para o cálculo de sen 30º pela fórmula de 

Taylor.  
Solução: 
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Cálculo do e : 
 

f(x) = ex 
Fazer x = 1  f(1) = e 
(x) = ex, f (x) = ex...  

f(0) = e0 = 1 
(0) = e0 = 1 

 
Para x = 1  
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Se <1 

+2 
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Se k=0, x<2 

 

 
Se x = 1, 

 

 
 

 
Exemplo:  
Quantos termos da série de Taylor são necessários para que o número 

tenha um erro menor que 0,01.  
Solução:  
 

T < 0,01  

  
para k = 2:  

para k = 3:  

para k = 4:  
O número de termos é 6. 

 
 
 
2.7 Atividades  
 
1. Se 100 Mostre que 1/1000 aproxima 1/x com 

erro absoluto menor que | /|(1000 +  )2| 
 

2. A altura H e raio R da base de um cilindro são medidos com aproximação de 
0.5%. Qual é o máximo erro absoluto e relativo ao calcular o volume.  = 3.14 

 
3. Um cilindro de alumínio com diâmetro da base d = 2cm ± 0.01cm altura h = 11cm 

± 0.02cm e peso p = 93.4gf ± 0.001 gf. Determinar o erro relativo do peso 
específico pe = p/v 

 
4. Determine a série de Taylor para a função f(x) = sen x , e a cota do erro de 

truncamento. Quantos termos da série são necessários para cometer um erro 
menor que 0.01. x = 0.8 

 
5. Um cilindro de alumínio com diâmetro da base d = 2cm ± 0.01cm altura h = 11cm 

± 0.02cm e peso p = 93.4gf ± 0.001 gf. Determinar o erro relativo do peso 
específico pe = p/v . 
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