CALCULO NUMERICO Aula 3

Zeros de Funcoes

META

Resolver o problema: dada a fungao f(x), continua em
um intervalo I=[a,b], encontrar um x* tal que f(x*)=0.

OBJETIVOS

Estudar diferentes algoritmos, encontrar solugées e
verificar qual é o mais eficiente e em que condigodes.
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3.1 Zeros de Funcgoes

Um problema comum em engenharia, ou em geral nas diversas areas das
ciéncias exatas, € determinar solugdes em equacgdes ndo lineares. Equacdes estas
que envolvem fung¢des transcendentes.

No problema seguinte:

000 00000 10i0i0uibol 0ooboooon domor Dolol 0ooiooo oot boo booal oon 4
quilogramaslforga por metro. A tensao T no meio do cabo é obtida pela resolucdo da
O00000000000I0000000I00I000I0IDN000e S € o cumprimento do fio, L é a distancia entre
000000000000000000C0I00000I00ID0IOI000O0mn0moo0am

Os métodos numéricos, expostos nesta aula, sdo utilizados para encontrar
solucdes aproximadas para equacgdes deste tipo de problema.

Seja a funcéo f(x) = 0.

Um zero da funcédo é um x* [0 R tal que f(x*) = 0.

Para um intervalo | = [a,b], se f(a).f(b) <0 c/f(c) = 0.

f deve ser continua em | = [a,b].
/\, )

N x

Solucio x*

3.2 Método da Bissecao
O método é baseado no teorema do valor intermediario que diz:

1000 0000 (00000l 00 000modol Do [oijiooido oo o0 00roionr 0o bodoioood
000 1 A

O método também denomina-se de pesquisa binaria, e consiste em dividir o
intervalo inicial em subintervalos que contenha o zero procurado. Divide-se o intervalo
inicial e se descarta o intervalo onde a fungéo nao troca de sinal, prosseguindo com o
intervalo que satisfaz a condigao de troca de sinal.

3.3 Algoritmo

P1. Dada a fungéo contillO0IOM00IOI0I0DOOIDIDIN00NDI0D0biboo0mnbiDonroon
se f(a)*f(b) < 0.

P2. c=(a+b)/2

O00ComioImamo000bo0nD0000000001000000m
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O0a00nooonooItioom;mon
b=c
se nio
a=c

P5. Volta ao P2.

Exemplo
Encontrar uma solucdo para a equacao f(x)=2"-4*x, no intervalo [0,1] usando
O programa a seguir.

3.4 Programa no Scilab

function y=f(x)

y=2"x-4*x
endfunction
format(15)
a=0;
b=1;
[e]=input("Digite a tolerancia Ex.0.0001: ");
c=(a+b)/2;
fc=abs(f(c));
while fc > e
if f(a)*f(c) < O then
b=c;
else
a=c;
end
c=(a+b)/2
fc=abs(f(c));
end
c

3.5 Métodos Iterativos para a Solugao do Problema

Um método iterativo € um método repetitivo, que gera normalmente uma
seqlUéncia de valores.

Para que a seqUéncia de valores seja gerada deve existir uma férmula
recursiva.

Se a sequéncia gerada nos leva a solugdo, entdo € uma sequéncia
convergente.

O método iterativo possui uma férmula recursiva, uma regra de parada e
condi¢des de convergéncia para a seqiéncia gerada.

A regra de parada é dada pelo valor de [l chamado também de zero
numérico. E um valor pequeno, nomeado de tolerancia, que indica o grau de exatiddo
da solugdo. E definido por fora.
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3.6 Método de Iteracao Simples ou iteragcao linear

Um numero p € um ponto fixo se, para uma fun¢ao dada g(x), g(p)=p
Exemplo:

g(x)=x>02x +2
os pontos - 2 e 1 sdo pontos fixos porque

g(-2)=-2eg(1) =1
g(-2)-(-2)=0eg(1)01=0

Dado um problema f(x)=0 , pode-se definir uma funcao g(x) de tal forma que
g(x)=x-f(x) e f(x)=x 0 g(x)

Se g(p)=p entédo g(p) U p = 0 e f(p)=0 e p sera um zero.

Fix)=x'-2x+2

3.7 Algoritmo

PO. Transformar a fungao f(x) = 0, tal que g(x) Ux = f(x) =0
P1. Para j=0

Escolher um valor inicial qualquer x;j em [a,b]
P2.j0 j+1

X O g(x;-1)
P3. (Regra de Parada)

Se |x; U x4 DOIDIO0OIO0I, é solugdo aproximada.

Se nao Voltar a P2

A seqliéncia gerada € Xo,X1,X2,.ceeeevvnnnn. XNy Xn+ g peeeeneenss
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Onde X1=g(Xo), X2=g(X1), X3=g(X2D|:| 0o DDDn=g(xn_1)

Exemplo:

f(2)<0 0=0,01

PO: g(x) / g(x) - x = f(x)
X2-2x-1=>x=32x+ 1

g(x) - x = f(x)
gx)-x=3V2x+1

P1:j 010, %o O 1= [1,2]
X0=1

P2: x1 =g(xo) =g(1) =33
X1 = 1,44334957

P3: |x1 - Xo| = |1,44224957 - 1| > 0,01

P2: xo = g(x1) = g(1,44224957) = {/(1,44224957).2 + 1

X2 = 3/3,8845 =1,571973

P3: [x2 - x¢| = |1,571973 - 1,442251| > 0,01

P2: x3 = g(x2) = g(1,571973) = /2(1,571973) + 1
x3 = 1,0622

P3: [xs - Xo| = |1,60622 0 1,571973| = 0,034 > 0,01

P2: x4 = g(xs) = F(1,60622) = 2/2(1,60622) + 1
xs=1,6150

P3: 11,6150 U 1,6002| = 0,0088 < 0,01

X4 = 1,615 Solucdo aproximada

3.8 Condi¢oes de Convergéncia
DV xO legx)D

II) F(x) deve ser continua no intervalo |;
[11) O valor absoluto da derivada da fungéo
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0nooomononv x dl.

A seqléncia { x, } gerada pelo algoritmo de iteracdo simples convergira a
solugao x*, isto é, lim,_,. x,, = x* ou { X, } =x*.

Exemplo:

Verificar as condigdes de convergéncia para g(x) = 2x + 1.

1)v x U [1,2], entdo g(x) U [1,2]
Parax=1:9g(1)=1,4422 J [1,2]
Parax=2:9g(2)=1,71 0[1,2]
Porque a fungdo é crescente no intervalo entéo g(x) 0 [1,2]

2) hmx—>x0 g(x) = g(x())
Nao ha pontos de descontinuidade no intervalo
3) g(x) = (2x+1)"

1 -2 2 -2 2
gx)= §(2x+ 1)32x+ 1) :§(2x+ 1)3 =

33[(2x + 1)2

=1 4(1) =2 _2( 1
x=19'(1) _33{/5_3(2,08) <1
-9 (D)) = _2 _2(_1
x=2:9'(2) T 3%z 3(2,924) <1
|

Observacgao: O intervalo podera ser relaxado para satisfazer as condi¢cdes

3.9 Consideragoes das condicées de Convergéncia

) vxOle g(x) O 1=[a,b]
f(x) =0 - g(x) O x = f(x)

Il) g(x) é continua
Condicéo 1) e Il) garantem a existéncia de solugao

1) 00000000 (1acondicao)
2) 00omoooo (1acondicao)
3) 0l0I0000- a = f(a) (1, def. de g(x))
4) 0I000000- b = f(b) (2, def. de g(x))
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5) (00000 D000one o (3, 4)
6)0 cl [a,b]/f(c)=0 (5, def. de zero de fungao)

oo <1, x O |
Também conhecida como condi¢do de Lipchitz

IoooomoiL ,L<1,vx0O |
€ equivalente a dizer que para dois pontos q.q. | vale o seguinte:

Xi, Xt 1 1 €nt80 |g(Xk) - g(Xewt)] OIL [Xi = Xeo|

0

1) |00E0L,L<1,vxUOIl=[ab] (Hipotese)

2) Seja x, e x... pontos pertencentes ao intervalo |  (def. x U I)

3) Existem g(x«) e g(X«.) U | (def. g(x))
4) Pelo Teorema do Valor Intermediario:

0 € [X, Xieet MIONOMORE 2R DI Ciher)

Xk~ Xx+1
5)1g'(c)| = g(xi__f:f“) (4,def. de valor absoluto)

6) Como c 0 IIIOOIOOOmWOD O L (5, 1)
7) [£0=5el < 1 oy | g(a) — g(aeen)] < Ll — Xieaa |

Xk—Xk+1

As Condicoes lll) e Il) garante a unicidade da solugao.

oooooroie ,, L<1,vxtd |

O 0)0000k) - Ol00k+1)] O L.| Xk - Xk+1 | para q.q. X, Xe+1 O (Hipotese)
2) Suponhamos que existem duas solugdes s, s,, diferentes.
3)s1=9g(s1) M s2=9g(s2) (def. de Solugao)

4) s4,s2 0 |, entédo |g(s1) - g(s2)| O L |s1 - s2|(def. eq. a cond. de Lipchitz)
5)|s1-s2| 0L |s1- sy (3, 4)

6) Como s, é diferente de s, [1 s - s, 00, logo 1 U L | contradigdo com
a hipotese, constante de Lipchitz menor que 1
7)00s1=s2

3.10 Interpretacao geomeétrica a condigao Il

TOmoomoO]
| tg 0 DOI000000000
| tg 45° | = 1
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As trés condicdes garantem convergéncia da seqiéncia gerada pelo algoritmo

Provar que:
limx, = x*
n—-o

ou
lim|x, —x*|= 0
n—e

1) [xn - x*|

2) [xn - x*| = [g(Xn-1) - 9(x*)| (def. algoritmo e x* solugéo)
3) [9( Xn-1) - 9(x*)] O L.|Xn-1 - X*| (condicdo 3 equiv.)
4) [Xn-1 - X*| = |g(Xn-2) - 9(X*)]|

5) |Xn - X*| O L.|Xn -1 - X*| O L.L.|Xp-2- X¥| (2, 4)

Xn - X*| O L% |Xn-2 0 X*|
6) [Xn2- X*| = |g(Xn) - g(x)| U L. [Xns - X7
7) [Xn - X*| O L7 |Xn3 - X¥|
8) [Xn - x*| O L".|x0 - x*|
9) limyo g |xn - x* O [limn L".[xo - X*|
10) limpoo L] X0 - x* | = |Xo - X*| . limpyop L"
11)limy,gp L"=0 porquel <1
12) limnop X - x| =0

3.11 Erro de truncamento para n passos

Valor exato: x*
Valor aproximado: x,, n qualquer.

XOs X1’ X2’ X3! LN Xn-1, Xn
0= Ve - Va = x* - X,

1) IX* - Xn|] = liIMmoo | Xm - Xn |, M>n

2) |Xm = Xn|] = |Xn = Xm| = [Xn = Xn+1 + Xn+1 = Xn+2 + Xn+2= ... = Xm-1 = Xm]
3) |Xn - Xn+1| + |Xn+1 - Xn+2| + |Xn+2- Xn+3| + ...+ |Xm_1 - Xm|

4) |XN - Xn+1] = 19(Xn-1) - 9(XnDOIOIX -1 - Xn|

5) Xn+1 - Xn+2] = [9(Xn) - 9(Xn+1)] DI00Xn = Xne1] O L2 [Xnet = Xn

6) |Xn+2' Xn+3| = |g(Xn+1) - g(Xn+2)| oL | Xn+1 - Xn+2| O I_3 |Xn_1 - an
7) [Xn - Xm| O | Xno1 - Xa| [ L+ L2 + L3 + L* +...+ L™"]
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8) liMmoo |Xn - Xml 01immo ) |Xn-1 - Xml Zﬁ;n L
9) |xn - x*| O X" - x"| X2, L
10) [Xn - X*| DIX™" = X"| LER , L = [Xno1 - Xn| L—

1-L
11) |xn - x*| OIL %Cota do erro

3.12 Atividades

1. Encontre uma aproximagao para 25" com precisdo de 10™ usando o algoritmo da
bisseccéo

2. Achar uma funcao de iteragdo para encontrar um zero diferente de x = 4 de 2X =
4x

3. Dar uma cota do erro de truncamento ao usar n iteracées no método de iteragcéao
simples. A cota deve estar en fungcdo dos valores | xg - X1| e a constante de

Lipchitz L

4. Demonstre que Xp+1 = Xp (2 - K xpn) converge a 1/K quando n tende ao infinito
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