CALCULO NUMERICO Aula 5

Interpolacao Polinomial

META

Resolver o problema: dada a fungdo f(x), continua ou
um conjunto de pontos, aproxima-la por um polinémio
de grau n.

OBJETIVOS

Estudar os principais algoritmos de construgao destes
polindmios.
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5.1 Introducgao

Seja uma funcao f(x), continua, uma das idéias mais antigas em calculo
numérico é aproximar esta fungéo por um polinémio.

Um Polinbmio € facil de manipular, encontrar suas derivadas, integrais e
suas raizes com relativa facilidade.

O teorema de Weierstrass afirma que 100000 (000000 D000nua pode ser
00000000 O00I0I0000OO 000000 OI00mmoOm

Os métodos a serem estudados como uma aproximagao para uma funcao
f(x) poderéo ser aplicados quando, nao conhecemos a fungéo, apenas sabemos os
poNtos Xo, X1,X2,X3,.cevvueerens Xn. Situagdo muito comum na pratica quando se trabalha
com dados experimentais.

Se os pontos do paragrafo anterior forem distintos, determina-se um
polinbmio P,(x) de grau no maximo n, tal que

Seja o conjunto de pontos (X1, Y1), (X2, Y2), (X3, ¥3),..., (Xn, Yn)

O problema de interpolagao € encontrar um x para um y U [ Xo, Xn ]

5.1 Interpolagao Linear

Seja o par de pontos (Xo, Yo)(X1, Y1), @ equacédo da reta que passa pelos
pontos é:

Yo = Qg + Aq1Xg
ap + asx, tal ue{
y=ao ! 9 Y1 = Qo + axq

|1 3’o| Yo J’o|
A = 1 ¥ y1 yal
1 1 Xo 1 — 1 Xo
1 X1 1 X1

5.2 Interpolac&o Quadratica

Para 3 pontos (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, Y2) ndo-colineares.
Seja P2(x) polinbmio de grau 2:

PZ(X) =3apt+tax+ a2x2

Yo = P2(Xo) = ap + a1Xo + axXo”
Y1 = (X1) aptaxg + 212X12
y2 = Pa(x2) =ao + aixz + asXxo’

o

3’1
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5.3 Interpolagao para um polindmio de grau n

Para n+1 pontos (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, Y2),... ,(Xn, Yn) N@0-colineares.
Seja Pnr(x) polinbmio de grau n:

Pn(X) = ag + a1 + axx’+ ... + apX"
Yo = Pn(Xo) = @ + a1Xo + a2Xo’+ ... + anXo"
y1 = Pa(Xq) = @p + a1xq + agX¢?+ ... + anXq"

Yn = Pn(Xn) = a0 + a1xn + 82Xn2+ ... T anXy

1 x0° .. x] a6
1 x% .. «f .[a1

2 n
1 x,° .. x]

O problema de encontrar o polinbmio que passe pelos pontos dados
equivale a resolver o sistema de n+1 equagbes com n+1 incdgnitas. Estudaremos
métodos que resolvem esta situacdo em forma implicita.

5.4 Método de Lagrange

Este método é construtivo que engenhosamente pens6 Lagrange, e que
tentaremos reproduzir supondo quatro pontos dados ...
Sejam os pontos . (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, ¥2), (X3, Y3).

Etapa 1
Seja o polinbmio de grau 3 construido da forma seguinte:

P3(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + yalo(x) + ysls(x)

Este polinbmio sera de grau 3 s6 se Lo(x), Li(x), La(x) e Ls(x) forem
polinbmios de grau 3, estes polindbmios chamaremos de Polinbmios de Lagrange.

Etapa 2
O polinbmio deve passar pelos pontos dados, ou seja, P3(Xo) = Yo, P3(X1) = y1,
P3(X2) =yo€ P3(X3) =Ys.

Para isto acontecer:
P3(Xo0) = Yo, Lo(Xo
P3(x1) = y1, Lo(X4
P3(x2) = y2, Lo(x2
P3(x3) = y3, Lo(X3

1, L1(Xo) = 0, L2(X0) =0e L3(X0
0, L1(X1) = 1, L2(X1) =0e L3(X1
0, L1(X2) = 0, L2(X2) =1e L3(X2
0, L1(X3) = 0, L2(X3) =0e L3(X3

-~ O OOo

):
):
):
):

— N N N

1 i#j
Li(xj):{o iij’ 4;j
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Etapa 3
Os Li(x) sdo polinbmios de grau 3.

(x —x)(x — x5) (x — x3)

Lo(x) = (0 — x1) (xg — %) (X — X3)
1o = ETE )
1 = IO,
Ly(x) = 2T X))

(x5 — x0) (x5 — x1) (%3 — x3)

Podemos verificar que depois destas trés etapas o polinbmio pode ser
encontrado sem ter que resolver o sistema 4x4.

5.5 Formula Geral

Em geral para (x;yi) i=0,1,2,3,4,5, ...,n
Teriamos que resolver um sistema de n+1,n+1
A férmula geral é dada pelas equacdes seguintes:

P = ) e L)
i=0

(x — xj)
=0 (xo — xj)
i#j

Li(x) =

Exemplo:
Determinar o polinbmio que passe por: (0,3) (1,5) (3,7) (4,9) e estimar o valor
de y quando x=2

Solugéo:
P3(X) = 3L0(X) + 5L1(X) + 7L2(X) + 9L3(X)
G-DE-DE-4) _ @-DE-3Dx -4

L@ = =Do=30-2 - 12
(x-0)x-3)x-4)  (x-0)x-3)(x—-49
L™ =G-ha-a-s " 6
x-0x-Dx-4)  (x-0)-Dx-49
L™ =G=nGa-Do-2 6
x-0x-DEx-3) (x-0k-1D(x-3)
L@ =G=ha-nDa=3 " 12
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Py(x) = 3(x—D(x—-3)(x—4) N 5(x—-0)(x—3)(x—4)

6
7x—0)(x—1Dx—-4) 9(x—-0)(x—D(x—-13)
B 6 * 12

3(D(-D(=2)  5)(-D(=2) 7(2)(D(-2)  I2)(D(-1)
* a * 12

P3(2) =

6
1 10 14 3 24 4 e

2+3+3 2 3 2

5.6 Algoritmo de Lagrange
O algoritmo € a implementacgao légica das duas férmulas dadas em 5.5

P1. Fornecer os valores de (xi,yi) i=0,1,2,3,4,5............ ,n, € o valor a interpolar x~,
0000000000000
P2.soma 10
P3.Parai=0atén
000000 01
para j=0 até n
Se 1000
prod [ Iprod™(x*-xj)/(xi-Xj)
fim se
fim para
soma [] prod*yi
fim para
P4. Mostrar soma // é o valor interpolado

5.7 Programa de Lagrange no ScilLab

O programa foi feito para mostrar o polinbmio e calcular apdés o valor
interpolado:

// Lagrange

n=input('numero de pontos :');

[x]=input('Digite os valores de x(i),i=1 n entre colchetes:’);
[y]=input('Digite os valores de y(i),i=1 n entre clochetes:’);

fori=1:n
for j=1:n
ifi<>j
if x()==x(j)
abort
end
end
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end
end

xb=poly(0,"x");

yb=0;
fori= 1:n
p=1;
for j=1:n
if i <>jthen
p=p*(xb-x(j))/(x()-x(j));
end
end
yb=yb+p*y(i);
end
yb
xp=input('valor a interpolar :');
horner(yb,xp)

Outros métodos que veremos a seguir baseiam-se no fato dos pontos
estarem igualmente espacados, isto € Xi1-Xo=X2-X1=X3-X2= ......... =Xp-Xn-1=h , €
necessitamos definir um operador que facilite a notagédo das formulas que encontrarao
os polindmios.

5.8 Diferencias Finitas

Seja o conjunto de pontos (Xo, Yo), (X1, Y1), (X2, ¥2),..., (Xn, Yn), tal que
Xi=Xo+i.h, parai=0,1, 2, ..., n.
Definimos o operador diferenca Olincremento h, como:

flf(x) =fl(x3—zx+1) = [(x+h)3 —2(x + ) + D] — [x3 - 2x + 1]

=x34+3x?h+3xh*+h®—-2x—-2h+1—x34+2x—-1
= 3x%h + 3xh?+ h® — 2h

5.9 Propiedades do operador

P1: (F () +9(0) = 47 GO + g(x)

LA
P2'h

P3: flc.f(x) = cz.flf(x)
Pa: 21 = 4 f )

.AmAn
P5: W R

c =0, cconstante

f(x) = flm"f(x), mene Z*
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n
P6: fl P,(x) =c¢, cconstante

An+1
P7: L P,(x)=0

5.10 Tabela de diferencias

X y AY Aty
Xg Yo
AYa
Xy ¥1 2#‘3 Yo
AY1
Kz ¥ 52'3'1

AMyp = Termo geral

¥n-2 ¥ne2 > ‘r‘,.."' A® Yerd
AYr
> __> -"'L?Yn

¥n-1 W

Ayn
Xn Yni
Exemplo:

(0, 1) (1,2) (2,9) (3, 28)

Solugéo:
x y Ay Aty Aty
0 1
1
1 2 =
[ B Ay
2 9 12
19
3 28

Termo Geral da Tabela

n n
h Yo, h y]
Ay =yY1 — Yo
Az}’o = A(Ay,) = A(y1 —Yo) = Ays — Ayo = (y2 —y1) — (V1 — Vo)
=y, —2y; + Yo

433’0 = A(AZYO) = Ay, — 21 +yo) = Ay, — 24y, — Ay,
=Wz —y2) =200, —y1) + 1 —Yo) =y3 —3y2 +3y1 — Yo
A*yo =Yy — 4y3 + 6y, — 4y; + ¥
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n

ay, = (5) yneie (1)

i=0

5.11 Atividades

X

1. Determine o tamanho do h = xi+1- X para a construgdo da tabela de f(x) = e
em [0,1] para que o erro de truncamento na interpolagao linear seja menor que
0.005

2. Dado f(x) = sen x, f(0.1) = 0.09983 ; f(0.2) = 0.19867 Determine o valor f(0.16) e
calcule o erro de truncamento

(X-X0) (X-X1)

(], £(r) = max {| f(x)| }
X

3. Paraf(x) =5 obtenha f(0.3) e o erro de truncamento se  f(0.5) = 2.23608

5.11 Referéncias

CUNHA, Cristina. Métodos Numéricos. 22 Ed. Campinas SP: Editora da UNICAMP,
2003. ISBN: 85-268-0636-X , CDD [0 620.00151

BURDEN, L. Richard, J. Douglas Faires Analise Numérica SP: Editora Pioneira
Thomson Learning, 2003. ISBN 85-221-0297-X CDD - 515

lino@ufs.br




