CALCULO NUMERICO Aula 6

Interpolacao Polinomial

META

Resolver o problema de interpolagdo para pontos
igualmente espagados, gerando um polinémio de grau n.

OBJETIVOS

Estudar os algoritmos de Newton para a construgao
destes polinGmios.
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6.1 Introducgao

Os métodos seguintes usam as diferencas finitas na sua estrutura. Portanto,
os pontos devem estar igualmente espacados.

6.2 O método de Newton para interpolacao

Seja o conjunto de pontos (xo, Yo), (X1, Y1), (X2, ¥2),---» (Xn, Yn) igualmente
espacados:
Xx1=X+ih, 1=0,1,2,..,n

O polinbmio de interpolacédo de Newton de grau n que passa pelos pontos
dados é:

Pn(X) = aog + a1(Xx - Xo) + az2(x 0 X)(x 0 X4q) + az(x O xo)(X 0 xq)(x Oxz) +... +
an(x 0 xo)(x O x1)(x U X2)... (X U Xn-1)

Pa(x)=vVi, i=0,1,2,...,n

Pn(Xo0) = Yo = a0

Pn(X1) = y1 =ao+ a1(X - Xo)

Pn(Xz) =y2=apt a1(x - Xo) + az(X i Xo)(X 0 X1)

Pn(Xn) = .yn =ap + a(X - Xo) + az(x 0 Xo)(x 0 xq) +... + an(x 0 Xo)(x 0 X1)(X O X2)...
(x 0 Xn-1)

y1 = Yo +al0l0 la, = (ylh;%) — A%
y2 = Yo + ai.2h + a2.2h.h

— _ 2
Y2 = Yo + (ylhyo)_Zh +a,2h2 0 la, = 2y1+yotys _ A%Yo

2h2 2h?
_ A%y,
= ens
Aly,
U
Ay, A%y A3y
Po = Yo+ (0 = x0) + 5755 (¢ = 20) (x = 1) + 5755 (¥ = %) (x = x7)(x =~ x2)

Ay,

et e

(x —x)(x — x)(x — x3) e (X — Xp—1)
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6.3 Notacao fatorial decrescente

(x O xp)(x 0 x1) =(x O Xo)(z)

Significa que tem-se dois fatores de base (x - xp) decrementando o outro
fator em h.

(x 0 x0)(x O xo-h) =(x 0 xp)(x T x1)
Em geral:

XM = x(x=h)(x = 2h)(x—3h)..(x=(n—=1h)

6.4 Primeira Formula de Newton

A primeira férmula de Newton pode ser escrita em forma compacta usando a
notacao fatorial geral decrescente.

n

(0= 2 2 (xx,)0

i=0
¥, Primeira Férmula de Newton ou Newton

Progressiva

Exemplo:

x |y | ay | ay | Ak

0 1 1 6 6

1 2 7 12

2 9 19

3 28
h=1

1 6 6
P(x)=1+m(x—x0)+W(x—xo)(x—x1)+W(x—x0)(x—x1)(x—x2)
P(X) = 14 X4 3X(X = 1) + X(X = 1)(X = 2) = 14 X+ 3x® = 3x+ x> = 3x% 42X =

= x> +1

6.5 Segunda férmula de Newton
Seja o conjunto de pontos igualmente espacados:

(X0, Yo) (X, ¥4) (X2,Y3) o (X,Y0)
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tais que:
X =X, +ih , i=1,23.,n
P.(X) = @ +a,(X = X, )+ 8, (X=X, )(X= X, ;) + 85 (X=X, )(X= X, {)(X=X, )+
by (X=X, ) (X=X ) (X=X, ) (X = X,)
P(x)=y, Wi
P(x,) =Y, =2,

!P(Xm) =Y =4a +a1(xn-1 _Xn)

|
IP(Xo) = Yo = 8 +@,(Xg = X, )+ 85(Xg = Xy )(Xg = Xy ek
+an(X0 _Xn)(xo —Xn_1)...(X0 _X1)

aO =yn

Y1 _aO _ Yo = Y _ 'ﬂ"yn-1
h a h ~ h

Yor=8+a,(-h) — a=-
Yoo =8, +a;(~h)+a,(-2h)(~h)

Ny
a2 = 2h22

'ﬂ"iyn-i
T

lﬂ"zyn-Z
21h?

P(x)=y /R (X=X )+
n n 1!h n

(X=X, ) (X=X, 4 )J+...+

AY,
n!'h"

e (X=X ) (X = X ) (X = X))
6.6 Notacao fatorial crescente

(X_Xn)(x_xn 1)=(X_Xn)|2| =(X_Xn)(x_xn +h)

Em geral:

x" = x(x 4 h)(x + 2h)(x +3h)..(x + (n=1)h)
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P9 = M x-x, )

6.7 Método de Aitken

Este € um outro método para encontrar um polinbmio que passe pelos
pontos dados. E estes podem estar desigualmente espacgados.
Seja o conjunto de pontos (X,,Yq) (X4,Yq) (X5, Y5) - (X,,¥,) ~ nao

necessariamente igualmente espacgados.
O polindmio linear interpolante para o par de pontos (X,,Y,) , (X;,Y;) €:

P,(x) = X=X X=% (Férmula de Lagrange)
1 —3/0')(0_)(1"'3’1')(1_)(0 u grang
P,(X) =y, +M (Formula de Newton)
1 X=X
P1(X) = 0 Yo
Xp=Xo | X=Xy Y4
Tabela de Aitken
X y X - X P
Xo Yo X - Xo
> Po1(x)
X1 Y1 X - X1 Po12(x)
> P1alx)
X2 Y2 X - Xy = Po123..n(X)
P123(x)
Pn-2 n(x)
/Pn-l n(x) /
Xn Yn X = Xn

Po1(x) &€ um polinbmio de grau 1 que passa pelos pontos

(X0,Y0) » (X4,¥1)-
Pi2(x) é€ um polinbmio de grau 1 que passa pelos pontos

(X1,¥1) 5 (X3,Y5)-
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P, (X) = | X% Yo Po1(Xo) = Yo
x| x| Pu()=y,
P (x)= 1 _ X=Xy Yy P2 (%) =Y,
Xg =Xy | X=X ¥, Pio(X;) =Y,

O polinémio Pg12(x) definido como:

X=X, Py(x)
X=X, Py(X)

1
Xy =X,

Po12(X) =

€ um polinbmio de grau 2 e que passa pelos pontos (Xo, Yo) (X1, Y1) (X2, Y2).

P (50) = 8 =5 LB () = (5 =X P (5] = P (5) = 3,

2

Py () = [~ x0) B () — (3, —1,). By (3,)] =

X, =X,
1 2.hy
= h.y, —(=h = L =
. _xo[ v, =(=h)y] h Vi
1
Py, (x,) = N [(x, =x).B,(x,) = (x, =x,).F,(x,)] =
270
1
= (X, =X0).y, =¥,
x2 —xo
P (x) = 1 X=X, Ppin4(X)
2 X, = Xo | X=Xy Pia n4(X)

6.8 Interpolagao Inversa

Seja o conjunto de pontos (X,,Y,) (X1, Y4) (X5,Y5,) - (X,,Y,)-
Dado um y determinaro X.
O polindbmio deve passar pelos pontos (y;,X;) (Y, X,) ... (¥,,X,) , isto &,

Pn(yi) - Xi'

Solucao por Lagrange:

P)= X xL(y)

L y'Yi
L. = _
(y) 1‘[ vy

iw ]
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6.9 Atividades

1. Determine :

a) Ak X b) 5. x(n)
1 h

c) A sen x d) 5 f (x+h)
1

1
e) Ax! £) é.(x+n)InI

2. Encontre a formula geral para um elemento da tabela de diferencas finitas.
3. Determine log 4.5 da tabela a seguir pelo método de Aitken

X 4.0 4.2 4.4 4.6 4.8

log x 0.60206 0.62325 0.64345 0.66276 0.68124
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