CALCULO NUMERICO Aula 8

Integracao Numerica

META

Resolver uma integral usando aproximagao polinomial.

OBJETIVOS

Estudar os algoritmos que resolvem em forma
aproximativa a integral de uma fungao e estimar o seu
erro.
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8.1 Introducgao

Os métodos de aproximagdo polinomial sdo usados para integrar
numericamente uma fungao y=f(x) num intervalo dado [a,b] ou mesmo um conjunto de
pontos (x;,f(y;)) i=0,1,2,3,4,......... .

Casos em que a funcao é dificil integral ou ndo tem solug&o analitica, um
polinbmio sempre é de integragcéo imediata.

f(x)

v

A area fechada em vermelho representa a integral definida do polinébmio, e a
linha em azul é a fungéo.

8.2 Integragcao Numérica

Seja a integral definida da fungao f(x):
b
|7y

A integragdo numérica é utilizada quando n&o conhecemos a fungéo, e sim
pontos dela, ou a fungdo ndo é uma funcgéao integravel analiticamente.

Solucao:
I f(x)dx = jPl (x)dx

Aproximacao Linear:

b
J-(ao +a,x)dx =[a, +a,x/2]) =a,b+(a,b*/2)-a,a—-(a,.a’/2)
Dados dois pontos de f(x): (X,,Y,) € (X;,Y4)-
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A
P(x)=Yy, + ;/0 (x—=X,)  (Newton Progressivo)
onde :
h=(x;~X,)
AYo = Y1 Yo
a=x,
b=y,

Ay
ZO (x*/2=xx,)

A

;:0 (x—x,)]dx =y, x+

X
X0

[Reods= fi, +

A ! x,
= VX +%(xl2 /2=x,.X,) = VyX, = ;;0 (%—xoz) =

Ay
= y,.(x, = x,) +%(x12 /2 =x,.x, +x02 /2)=

Ay, 1 ) Ay, b’
c—(x, =x =y h+t——=
h 2( 1 0) Yo 2

- "yg'h + 3.1 =h[yo ned ;y°l=[2y° s _yOJ-h -

2
+ h

= y,.h+

2

¥ h
Ipl(x)dX=5[y0 + ]

A=[y, +y1]g , A =Areado Trapézio
Para (Xy,Y,) (X1, ¥4) (X2, Y2) :

Xjf(x)dx 2= X].Pz(x)dx

i i Ay A
[rede= fiy, + 5t (e-x)+

2
22/21 (x—x2)|2‘]dx

X=X,
h

Seja t=
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Para x=x, — t=——"F=

Para x=x, —» t=X2;X2=%=O
(X‘Xz)‘z‘=<X‘X2)(X‘X2+h)=
- (X X)X~ (% ~) =
=(X‘X2)(X‘X1)
|2l
(X‘h)z(z) =(X'hX2)_(X‘hX1)=t(t+1)

dt =%dx — dx=h.dt

' ’ 2 3 2

L ) t ¢
j‘[y2 + Ayt + B2 t(t + D))hdt =yt + Wit A, [t_+t_J](')2 _
-2

2 2 2 3 2
Vy, (-8 4
=l’12 —2."\.’ —Il 0[—+—J .
2y, 14 5 3 5 ]
-"'ka 2
=2y, =27y, ——2."]=
2y, Wy ) 3]
.\2
=2y, -2, -1 =

1 s
=§h[6y2 =0Ay, = Ay, ]=
1
=§h[6y2 ~6y, +6y, _"12)/0]=

1 1
=§h[6Y1 +y, =2y, +yo]=§h[6y1 +y, =2y, + ]

8.3 Formula Geral (Newton - Cotes)

Seja 0 conjunto de pontos (Xo, Yo ) (Xp Y1) (X5, V) - (X Yo):

k:Ff(x)dx = b}.P1(x)dx

P.(x) = z y..Li(x) (Foérmula de Lagrange)
i=0

Sejam os pontos igualmente espagados:
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(x = x)(x = x )(x =2, )X =X, WX =X,,)(X=X,)

(x; = x)(x; = x)(x; = x,5) (X, =X, )X, =x,.0)(x; =X,)

Li(x) =

Se X, =X, +ih:

(x=x)x=x )Nx=x,)(x=x_Nx=x,).(x=x,)

L(x)=—7—" ; :
ih(i=1).h(i=2).h....h(=h).(=2h)... = (n=i).h
Seja S= x—hxo , entao:
x=x; X=(xy+h) x-x,-h .
ho  h h
X=X, X=X, ~2h 5.9
h h
L(S)= SE=-DES=2)S=3)..E=@-D))S=(G+D)...§ =n)
’ i.(i=1).G-2)..1.(-1).(-2)....a = 1)
Ls) =S
i'(n=0)(S —i)
Para x=x, ~* s=20"%
h
X=Xx, =k s=2 "% _,
h

dS=%dx — dx =h.dS

nr S(n-l-l)(_l)n-i o
Jil(n=n\(S i)

h]P(S)dS: hjz y,.L,(S)dS = hiyi

0i=0

Sen=1 — Trapezoidal
n=2 — Simpson
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h n 1 S(Z)( l)lt " =h[ ]I S(Z)(_I)I-O " 1 S(Z)(_l)l-l

i 0 +Y1_[
Jil(1=D)I(S ~i) 3 01(1=0)!1(S =0) JUA=DYS =1)
"S® =SS -1)"

ds] =

= hly, [(S =1)(=Dds +y, [Sds]=

1 1

S2
= h['Yo? ] =

0

1 S?
+y0S’0 +))17

0

<oyl -1+ 1=

1 y h
=h[5)’o +71] =§[y0 + ]

8.4 Método de Romberg para Integragcées Numéricas

Seja o conjunto de pontos (x,, ¥, )(x,, ¥, )(X,,1,) - (x,,,)

X}.f(x)dx

A idéia de Romberg é repetir féormulas que implicitamente geram polinémios
de interpolagao de grau n.

jf(x)dx - _ff(x)dx ¥ j 1 (x)dx

jf(x)dx . ff(x)dx + j}(x)dx L j}(x)dx + j‘f(x)dx
b on_q a=(isl)h,

[fode=3 [

As integrais sao aproximadas pela Trapezoidal:

n=0 — [f(x)dx,h=b-a — To=g[f(a)+f(b)]

n=l o T =@+ S+ b1 @ )+ fB)=

h
T =@+ 2f @)+ fB), by =2
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n=2 o T =@ S @ TR @ )+ S 2]

P 2m) ¢ a3 B 3h) + SO, by =

0 |

n=k —» Tk=h7k[f(a)+2iif(a+ihk)+f(b)]

Para entender a idéia de Romberg é necessario saber o erro na formula
Trapezoidal.

Jre = 2i7@+ @) h=b-a
[r@as=v. e 2ir@+ren=v,
’ h
g =V, =V, = [f@)dc= 2L (@)+ f(b)]
Fr ) = [£(0ds~217@) + fla )

£y = f@ W) =1 (@ )= @+ f(a+ )
&= fa+h) —g[f"(a+h)]—%f'(a+h)—%f'(a+h)

By =2 [ +h)
£7(&) = max (F(a+h)}

‘a‘"T (h)‘ <

h "=

M ﬁ "=
£ () <=2 1)
J&"r (mydn = |- g () dh
&' (h) = —;—;f"(;‘) +c

Seh=0:
g(0)=0+c - c=0
£(0) = f(a+ 0)-%[] - %[f(a) + fla+0)]=0
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2 _E "=
| (hydn = | /" (©an
() <~ () e
. h_3 e
f-(h)E—lzf (<)

O erro é calculado somente se conhecer a fungao f(x).
y h
[fde =T, =Z[f(@)+ fB))

h=b0a

[ @aesT, =22 7@) +2f @ ) + /O

. __E ne=
D g, = =5 /"()

h’ h’
Mo =z M s
)'E'T] lzf(_l) 12f(_2)

3) /(&) = max {f"()), /(<)

2.h°
g =— 1 " :
Vg ==— /")

@hy

h
5)h, =— entdo &, =
)h, 5 T, 12

A (1)
8h,’

6) &y, ===/ () (5)

7) De (4)e (6)

2h?
£, == ")

4.2h*
1':'T0=_ 12 f"("-;)

= gy, =46y,
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‘ o, = [T,

Ep = l]‘f(x)dx ~T,
[70ods 1, =4 -7,

4T, T, =3 [£(x)dx

_TO

b 4T1
ajf(x)dx S

at, = 4[% (f(a)+2f (a+ k) + f(B))]

h
T, = g[f(a) L B)]= %[f(a) ()]

41 =T, =2h ((f (@) +2f (a+ k) + (D))= ((f(a) + £ (D)) =
=h((f(a)+4f(a+h)+ f(])))

AT - T,

T =%[f(a)+4f(a+hl>+f(b)] :

Formula de Simpson

8.5Tabela de Romberg

h, Ty

T2,

0 I 0
7
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4T0 - TO
T(’)I . 13 0
T1 . 4T20 B T’lo
! 3
0
4T7° - T°
T1 . i=1 i
' 3
12 16T -Tg
0 15
16T, - T
2 i=1 i
= 15
43T2 _ T2
R
Em geral:
_ 4J'T_J' 1_ TJ' 1
T T
T 4 -1
8.6 Atividades

1. Determinar férmulas para integrar

F'hf(x)dx e I“zhf(x)dx usando aproximagdes de f(x) por polinbmios de

interpolacédo Newton progressivo e regressivo.
2. Calcular a integral _Ee “dx utilizando a féormula trapezoidal para n=10 e estimar o
erro.

3. Calcular as seguintes integrais pela féormula trapezoidal e Simpsom com erro
menor que 0.01. Determine o h que faz o erro menor que 0.01

a) [dv/(1+x) b) [xInuxdx

c) _rex/xdx d) _rcosx/xdx

4. Encontre a férmula geral para a regra trapezoidal n intervalos igualmente
espacgados

5. Seja o intervalo ho = b-a, h1 = ho/2....... hn = hn4/2 Encontre as trapezoidais T T,
T . T

6. Determine a formula de T' em fungéo de T
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