CALCULO NUMERICO Aula 9

Solucao de Sistemas Lineares

META

Resolver o problema de equagodes lineares de qualquer
tamanho.

OBJETIVOS

Estudar os diversos algoritmos, analiticos e
aproximativos e sua implementagao no computador.
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9.1 Introducao

Muitos problemas de engenharia e pesquisa operacional sao resolvidos
usando a algebra linear. Isto é, matematicamente séo reduzidos estes problemas a
um sistema de equacgdes lineares. Por exemplo: Calculo da tensdo em estruturas da
construcgéo civil, solu¢cado de equacgdes diferenciais parciais, determinar o potencial em
redes elétricas, problemas de otimizagao, etc.

Quando o sistema é de grande porte, devemos ter cuidado de preservar ao
maximo a melhor exatidao e precisao.

9.2 Solucao de Sistemas Lineares
Seja o sistema:

Ax=Db
onde:

A =(aij)nxn X =(x;),b=(b))

i=0,1,2,...,n
j=0,1,2,..,n
ou

a, a, a; U a,||x b,
ay 4, ay O a,,||x, b,
ay ap ay U ay, || x; |=|h
I I 0 O 0 I ]
a, a, a, O a,||xn bn

a,,X, +a,X, +a, X, +0 +a, X, =b,
Ay Xy +8yX, + Ay X+ +a, X, =b,
Ay Xy + 83X, +az,X+0 +a, X, =b,
0000000000000

a X, +a,X, +a,X;+0+a, X, =b,

ou

n
Zaijxj = bi , 121, 2, 3,..., n
j=1
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Um sistema linear nxn que admite uma uUnica solugdo & chamado de
determinado, se admite varias solugdes € dito de indeterminado, e se ndo admite
solugao ele é impossivel.

9.3 Solugao algébrica:
Ax=Db
1) Se o determinante de |A| = 0, entdo existe inversa da matriz A, A™.
2) Multiplicando a esquerda por A™":

A'Ax=A"Db
Ix=A"b

3) x=A"b (Solugéo teorica)

Na pratica, se o sistema for de ordem n=5, ha dificuldade de resolver em
forma manual.

9.4 Método de Eliminacao Gaussiana

Seja o sistema:

A Xy + X +A13X3 +A X, = Ay
ApeXy + A Xy + 83Xy + 3y Xy = Ays
AgqXy + Az Xy +833X3 + A3 X,y = Az

AyyXy + Xy +843X3 + Ay X, = Ay

O método consiste em transformar o sistema Ax=b em outro sistema
equivalente Dx = f, tal que, D € uma matriz triangular superior.

Para isto, utilizam-se as propriedades das equacdes:

P1: Se multiplicamos por uma constante uma equacao a equagao nao varia.

P2: A soma de duas equagbes € linearmente dependente as equacgdes
somadas

A transformacao ocorre usando estas duas propriedades

Ax=b — Dx=f

A matriz D resultante é triangular superior.
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Exemplo de matriz triangular superior:

21 2 3 -1
01 -2 3 7
D=0 0 5 =2 0
00 0 =1 1
00 0 O 3

9.5 Algoritmo de triangularizagao

Passo 1: Se a,, =0 00I00NO0I00ONO0DIOIOCOIOOCIIMIOID0IOOn

linha 1+ linha 1

linha 2 <—| - 221 |.Jinhal + linha?2
ap

linha 3 «| - 23U |- 7inhal + linha3
all

linha 4 «—| - 241 |.Jinhal + linha 4
all

Passo 2: Se ax 0I0I00IDOIOIDOONO00INI00I 000 0I0maD

linha1 « linha 1
linha 2 + linha 2

linha 3 « [-ai}linha 2 +linha 3

a22
. a42 . .
linha4 + [-—J—Ilnha 2 +linha 4
a22
Passo 3: Se as; 0I0I0000000000C00O0OI0IO00N OO OTInanoa

linha 1 + linha 1
linha2 « linha?2
linha3 + linha 3

linha 4 « [-aﬁ}nnha 3 +linha 4

a33
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Para encontrar o termo geral definimos trés indices.
indice para o Passo: k=1, 2, 3;

indice para a linha: i = k+1,....,4;

indice para a coluna: j = k,......... 5.

Algoritmo:

Parak=1,2,3
Se a,, = 0 entdo Rotina Troca
Parai=k+1 até 4
Paraj=katé 5

aik
aij 2[- a—kkJ-akj raij

Fim
Fim
Fim

Para qualquer N:

k =1 até N-1
i = k+1 até N
j =k até N+1

X, =845/ Ay

Xy = (835 ~ X, )/ A4

X = (855 = p3X5 —8yX, )/ Ay

Xy = (A5 =A%, —8ygXg — X, )/ Ay

Termo geral:
Xn= ann+1/ @nn
N
X; =(ajN-1 - Zairxr)/ajj
reje
P= 0102, e, 3,2,1
Exemplo:
[ =3X, + X3 = =2
X, + X, + X5 =3
Xy =2%X, + X, =0
Solucao:
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Passo 1: k=1
0O -3 1 -2 11 1 3
1 1 1 3 Linha 2 #& Linha 1 " O 3 1 2
1210 1210
11 1 3 11 1 3
0 3 1 2 Linha 3 - (Linha 1)(-1)+Linha 3 v 0 3 1 2
1 -2 1 0 0 -3 0 =3
Passo2: k=2
171 1 3 11 1 3
0 3 1 2 Linha 3 &~ (Linha 2)(-1)+Linha 3 » 0 3 1 2
0 -3 0 -3 0O O 1 -1
[x1+x2+x3=3 Xy =1
=3X, + Xy =2 =5 X, =1
i —X3 = =1 X1 =1

9.6 Método de Gauss-Jordan
Seja Ax=Db.

O método para a solugdo do sistema consiste em transforma-lo em outro
sistema identidade Ix = b, usando as mesmas propriedades das equacdes aplicadas
no método de triangularizagéo.

Para uma matriz 3x3:

Passo1: Sea,;;=0 =+ RotinadeTroca i=1,2,3

linha1 « linha 1/a,,
linha2 « (-a,).linha1 + linha 2
linha 3 « (-a,).linha1 + linha 3

Passo2: Se a,,=0 =+ Rotinade Troca i=2,3

linha2 « linha2/a,,
linha1 « (-a,,).linha2 + linha 1
linha 3 « (-a,,).linha2 + linha 3
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Passo3: Se a,; =0 =+ Rotinade Troca i=3

linha3 « linha3/a,,
linha1 « (-a,;).linha3 + linha 1
linha2 +« (-a,).linha3 + linha 2

Passo =+k=1,2,3
Linha —=i=1,2,3
Coluna—=+j=1,2,3,4

Algoritmo:

Parak=1até N
Se a,, =0 entdo Rotina Troca
Parai=1até N
Sei=kentao
Paraj=k até 5
aij = aij /akk
Fim
Senéo
Paraj=1 até N+1
a; = (ay)-a; +a;
Fim
Fim
Fim
Fim

Solucido do sistema:

X =ay,,i=123 ..,N

Exemplo:

[Ox1—3x2+x3 = =2
X, + Xy + X5 =3
X, =2X, + X3 =0

Solucéao:
0O -3 1 -2 1 1 13
1 1 1 3 Linha 1 ## Linha 2 } 0 3 1 2
1 -2 10 1 -2 10
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1 1 13 11 1 3

0 3 1 2 Linha 3 &~ (Linha 1)(-1)+Linha3 » 0 3 1 2

1 -2 10 0 3 0 -3

11 1 3 1 1 1 3

0 3 1 2 Linha 2 «- Linha 2/(-3) N O 1 1 / 3 2 / 3

0O -3 0 -3 o -3 O 3

1 1 1 3 Linha 1 «- Linha 2(-1)+Linha 1 1 0 4 / 3 7 / 3
O 1 1 / 3 2 / 3 Linha 3 s~ Linha 2(3)+Linha 3 b 0 1 1 / 3 2 / 3
0 -3 O 3 00 1 1

1 0 4/3 7/3 Linha 3 «- Linha 3(-1) 1 0 0 1

Linha 1 «— Linha 3(-4/3)+Linha 1

0 1 1/3 2/3 Linha 2 = Linha 3(1/3)+Linha 3 N 0 1 O 1
0 0 1 1 0O 0 11

n

X;=1,% =1, x,=1

9.7 Atividades

1. Resolva o seguinte sistema de equagbes pelo método de eliminagédo gaussiana
usando as fungdes do ScilLab.

X-y-z=-4 w+ x+y + z=10
5x -4y +3z=-12 2w+ 3x+y + 5z =31
2x+ y+ z= 11 -W+ x-5y+3z=-2

3w+ x+7y-2z2=18

2x+06y-z= 2
5x- y+2z=29
-3x-4y+ z=18

2.- Resolver pelo método de eliminagdo gaussiana , método Gauss-Jordanl, o
seguinte sistema tridiagonal ou matriz banda, usando as fungbes do Scilab.

L | | |

2x1 - x2
-x1 + 2x2 - x3
- X2+ 2x3- x4
- x3+2x4 - x5
- x4 +2x5- x6
-x5 + 2x6

1l
—
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