Aula 5

CINEMATICA EM DUAS DIMENSOES

META
Revisar o conceito de vetor e aplica-lo para descrever o movimento de objetos em duas
dimensdes.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera:

somar e subtrair vetores; multiplicar vetores por escalares; e descrever o movimento de
projéteis em duas dimensdes sem aceleracéo, utilizando vetores.

PRE-REQUISITOS
Conhecimentos de trigonometria basica e de algebra basica.

Frederico Guilherme de Carvalho Cunha



Bem-vindo, caro aluno. Hoje iniciamos uma nova fase de nossos es-
tudos. Sairemos do movimento unidimensional para alcancgar as estrelas,
ou, de uma maneira mais floreada, estudar o movimento de objetos em
duas e trés dimensoes (no plano e no espago respectivamente). Para que
esta transicao seja feita suavemente, faremos uma introduc¢do ao estudo
de vetores. Expandiremos, nesta aula, os conceitos basicos de cinematica
de uma dimensao para duas dimensoes. Na primeira parte, lidaremos com
conceitos de vetores e escalares e suas propriedades principais. Apesar de
uma extensao para tres dimensoes ser trivial, ela sera evitada. Essa exten-
sao sobrecarregaria demais a notagao e nao adicionaria qualquer novidade
para vocé, neste momento. Na segunda parte, aplicaremos os conceitos
e propriedades estudados de vetores para o caso do movimento em duas
dimensoes sem aceleracdo. Esta escolha deriva da propria sistematica do
curso onde a cinematica sem aceleracao precede aquela com aceleragao que
sera estudada na proxima aula.

-

(Fonte: http:/ /www.fag.edu.br).

Muitas das grandezas fisicas que conhecemos tém, nao apenas um valor
numérico, mas também uma indica¢ao de dire¢do. Imagine, por exemplo,
como voce responderia a seguinte pergunta: qual a velocidade daquele carro
(um que vocé esteja vendo)? Para responder, seria necessario dizer que
ele tem uma velocidade de 80 km/h (magnitude) e estd indo em direcio
a praia. Entendeu? Esta e muitas outras grandezas fisicas s6 podem ser
definidas quando lhes atribuimos uma magnitude e uma dire¢ao e, nestes



casos, a grandeza ¢é representada por um vezor. Graficamente falando, um
vetor ¢ apenas uma flecha, como a mostrada abaixo que liga um ponto O
a um ponto P.

0

O comprimento da flecha esta relacionado a sua magnitude, e a sua
dire¢ao indica a propria diregao. Note que, além da diregao, a seta indica
um sentido. Esta particularidade se tornara mais transparente logo a frente.
Veja a figura abaixo, simbolizando um coelho e uma tartaruga apostando
uma corrida:

As setas indicam a velocidade dos dois animais. Pode-se ver claramente
que eles partem em dire¢des distintas e tém diferentes velocidades. O mé-
todo grafico de mostrar os vetores é muito util quando queremos visualizar
operagOes entre eles, mas, na maioria dos casos, queremos apenas fazer
operagdes com eles. Para isso, precisamos utilizar alguma simbologia que os
diferencie de nimeros apenas. Na figura do vetor, por exemplo, a seta sai de
certa origem O e chega até o ponto P. A maneira mais simples de descrever
este vetor poderia ser: OP . Este simbolo, no entanto, € utilizado com maior
freqiéncia para designar um segmento de reta. Os simbolos mais usados
para descrever um vetor assumem que a origem ¢ conhecida, ou seja, eles
indicam uma magnitude, uma dire¢ao e um sentido com rela¢ao a uma dada
origem. Neste caso estes simbolos sao P'ou simplesmente P (em negrito).

A primeira informagao que pode ser obtida de um vetor é a sua mag-
nitude, ou “mddulo”: IP| = P. Nas proximas paginas, quando definirmos



uma base, ou sistema de coordenadas, teremos uma visualizacio melhor
sobre como calcular o médulo.

As operagdes que sa0 comuns com os nimeros comuns também podem
ser estendidas para os vetores, mas algumas regras sio diferentes, como
veremos mais adiantes. Para introduzi-las, no entanto, vamos apresentar
duas defini¢es simples, mas importantes.

Dois vetores A e B serdo idénticos se eles tiverem a mesma magnitude,
mesma dire¢ao e mesmo sentido (nao importando de onde saem e aonde
chegam).

A

>
P,

B

Neste caso, dizemos que X:]?, ou, que A=B. Para facilitar a leitura, da-
qui para frente deixaremos de utilizar a simbologia que emprega uma flecha
sobre a letra para indicar um vetor. Usaremos apenas caracteres em negtito.

Quando nos depararmos com uma expressao do tipo A=B, o que
estamos dizendo ¢ que |A|=|B|. Esta afirmacao ¢ distinta do primeiro
caso. Ela ndo nos diz que os dois vetores sio iguais, mas apenas que eles
tém a mesma magnitude.

Se dois vetores tém o mesmo mddulo e direcao, mas sentidos inversos,
entdo A=-B.

A

-

B

Com estas defini¢cdes, podemos passar para a adi¢ao de vetores: a soma
de dois vetores A e B tem como resultado um terceiro vetor C. Grafica-
mente falando, a soma destes vetores correspondera ao ponto inicial de B
colocado no ponto final de A, ou vice versal Veja: A+B=B+A=C.




A subtragdo de vetores é a soma quando invertemos o sentido do vetor,
ou seja, B-A=B+(-A). E, graficamente:
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Quando tratamos da multiplicacdo de vetores, precisamos tomar um

cuidado extra. Todos os nimeros (que podem significar quantidades, ou
nao, mas que nio téem associados direcao e sentido) sio conhecidos como
escalares. Numeros, como 3, 1, e quantidades, tais como temperatura, massa
e etc. sao escalares.

A multiplicacao de um vetor A por um escalar £ da outro vetor B, de
tal modo que B=kA. Os vetores B e A tém a mesma dire¢ao e 0 mesmo
sentido, mas a magnitude mudou, de tal modo que |B|=k|A|. Na figura
abaixo, mostramos um exemplo onde £=2.

E importante saber que, muitas leis que valem na dlgebra, também
valem na algebra vetorial. Ja vimos que a propriedade comutativa pode ser
aplicada A+B=B+A.

A propriedade associativa também pode ser aplicada:
A+B+C=A+ B+ C)=(A+ B)+ C=D ou, graficamente:




Para finalizar esta discussao sobre as propriedades, vamos apenas
mencionar algumas relacionadas a multiplicagao (onde usamos a notagao
de variaveis em negritos corresponderem a vetores, € as outras a escalares):

* Comutativa: kKA=Ak;

* Associativa: (k +k )A=k A+k A;

* Distributiva: k(A+B)=kA+kB.

Agora que ja vimos as propriedades dos vetores de uma forma grafica,
vamos agora associar esses vetores a um ponto de referéncia, ou a uma base.
Como nés vimos no estudo em uma dimensao, as distancias sao sempre
referenciadas a uma origem. Dizfamos entao “...no instante t=3.0 segundos,
o automovel se encontrava a 7 km da origem...”. Agora em duas e depois, em
trés dimensdes, precisaremos de uma defini¢ao mais sofisticada de origem.

Definiremos a origem a partir de um sistema de coordenadas retangular
(ou cartesiano) como sendo um ponto associado a dois vetores unitarios e
perpendiculares entre si. Esses vetores recebem um nome especial: versores
e sao designados por uma letra com um acento circunflexo: §, 4, etc. A
figura abaixo representa um sistema cartesiano:
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Nesta figura, devemos destacar, em primeiro lugar, os eixos cartesia-
nos X e Y. Eles sdo perpendiculares entre si e determinam a escala usada.
Vemos também os versores 4_e a_(ouZe /) que tem modulo igual 2 um e
sao paralelas as dire¢oes dos eixos cartesianos. Temos representado também
um vetor A e as suas “componentes” A e A . Nos podemos ver que esses
componentes sao escalares: sao distancias. Se nés as multiplicarmos pelos
versores correspondentes, elas se tornarao vetores.

Ad=K,

O mesmo vale para o eixo . Note agora que, se utilizarmos as proprie-
dades discutidas anteriormente, chegaremos a seguinte situagao:
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Temos agora os vetores A_e A. O segundo deles ou o primeiro pode
ser livremente movido, de tal modo que o colocamos onde termina o pri-
meiro. Chegamos, entdo, a um resultado muito importante:

—>
R=Adyt A, dy=R+ R,

Isto significa que os vetores podem ser decompostos entre as suas
componentes!

A primeira conseqiiéncia disso ¢ que podemos facilmente calcular o
modulo dos vetores aplicando o teorema de Pitagoras: A%=A3+ A5, .

A separagao de um vetor em suas componentes também facilita as
operagoes até aqui definidas. Veja:

* Adicao:

Entio C =A +B_e CYZAV-FBV.



Fica mais facil se olharmos para uma figura como a colocada abaixo:
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N

Muito simples? Nao muito, mas com os exercicios a frente conseguire-
mos uma melhor visualizacao. Para encerrar o assunto de vetores, vamos
apenas relembrar algumas relagoes trigonométricas adaptadas a linguagem
vetorial. Isto é necessario porque, algumas vezes, nos depararemos com
situagoes em que sabemos qual é o médulo de um vetor e também qual é
o angulo que ele faz com algum eixo da base e, a partir deles, teremos que
obter as componentes. Considere a figura abaixo:

Y
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O vetor A pode ser definido por suas componentes A e A, ou pelo
seu modulo |A| e seu angulo q com a horizontal. As relagdes entre estas
grandezas sio dadas pelas equagoes abaixo, provenientes da trigonometria
basica:



14l = /Ag +43

A
sen 0 = —2

|4]
cosO=|—x|

A
tg 0 = -2
V=1

X

E estas relacoes levam a novas relacoes:
A= |A|cos 0
Ay= |Alsen 0

Vamos agora fazer alguns exercicios para que os vetores tornem-se um
pouco mais “‘amigaveis”.

L. Um vetor que sai da origem tem componentes A_= 12 metrose A =15
metros. Determine o seu médulo e o angulo que o mesmo faz com o eixo .
II. Dados os vetores: A=1.54_ —1.7ﬁy; B:3.2é‘1x+0.5éiv;C:O.lﬁx. Calcule:
D=2A-B+3C. Determine o médulo de D e o angulo que o mesmo faz
com a horizontal.

II. Para procurar um mapa do tesouro saindo de uma arvore, algumas cri-
angas receberam as seguintes indicagoes: caminhem 23 passos diretamente
para o norte; caminhem agora 14 passos em uma dire¢ao que faz um angulo
de 25° do norte para o oeste; finalmente caminhem 10 passos em uma
dire¢ao que faz um angulo de 77° do sul para o leste. Qual é a posi¢ao do
tesouro em relacdo a esta arvore?



I. Como de costume, serda uma boa idéia prepararmos um desenho
para identificar o que sabemos e o que nao sabemos.
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Este é o desenho padrio de um vetor em um eixo cartesiano.
Utilizando as equagdes citadas no texto, ou mesmo o teorema de
Pitagoras podemos facilmente obter o médulo de A.

lAl=v122 +15% 1921m

O calculo do angulo também ¢ muito simples quando prestamos
atenc¢do para perceber que 6 é o angulo formado entre o vetor e o
eixo x, sendo que o pedido é o angulo entre o vetor e o eixo y. Para
calcular q precisamos apenas das equagoes anteriores:

A
- = tan-1 15~ 510
th—A ->( =tan o NSl

X
Mas, como mencionamos anteriormente, este nao é o angulo

pedido, ¢ o seu complementar. Isto significa que a soma deste angulo
com aquele que foi pedido deve resultar em 90°.

51+a=90>ax39
II. A solugdao deste problema passa pela utilizagao das regras
da aritmética de vetores. Multiplicaremos os vetores por constantes
quando for o caso e, depois, faremos as adi¢oes/subtracoes:

2A=3.04 -344;
B=324_-054;
3C=0.34_
D=2A-B+3C=0.14_-3.94



O calculo do médulo de D e do angulo que o mesmo faz com
a horizontal fica entdo muito simples, bastando aplicar as equagdes

do texto: .

- 88.5°
DI =/0.12+ (-3.9 % 3.90

0 = tan’! % ~ - 88.5°

O aparecimento deste angulo negativo Yy
pede uma explicag¢ao. Note que a componente
horizontal de D ¢ positiva, mas que a compo- -3
nente vertical é negativa. Isto faz com que o

vetor esteja no quarto quadrante, e seu angulo !
com relacdo a horizontal seja negativo.

II1. Para resolver este problema so6 precisamos de algebra: cada um
dos deslocamentos pode ser definido como um vetor e tudo que temos
a fazer é soma-los. Como estamos tratando de pontos cardeais, é¢ uma
boa idéia apresentar uma figura:

OESTE 0 LESTE
77°

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Vocé pode estranhar a primeira vista por ver que os vetores
saem todos da origem, quando na verdade um deveria sair do final
do outro. Mas, como vimos no inicio desta aula, tudo que um vetor
tem é modulo, dire¢do e sentido, nao importando onde é colocado.
Isto nos facilita muito as contas. Ja sabemos o médulo dos vetores
e os angulos que os mesmos fazem com os eixos cartesianos. Para
determinar as componentes dos mesmos, s6 precisaremos agora de
um pouco de visualizagao e de trigonometria. Vamos usar a notacao



mais comum: 7 corresponde ao versor que aponta para o leste e j ao
versor que aponta para o leste. Sendo assim podemos escrever os trés
vetores da seguinte forma:

A=01+24

B=-14 sen 25° + 14cos 25%

C=-10 sen 77° + 10cos 77%

Com o auxilio de uma calculadora, chegamos aos valores:

A=07+245
B=-591+12,77
C=9,7r -2,37

Obteremos o resultado final, somando as componentes e chamando
o vetor resultante de R:

R=2787+10,47

Para podermos melhor apreciar o resultado, colocamos na figura
abaixo os vetores da maneira que estariam em um mapa € com o vetor
resultante. Note que, de fato, o vetor resultante tem componentes posi-
tivas. Para dizer as criangas como ir diretamente ao tesouro, poderfamos
ter lhes dado diretamente o médulo de R e o angulo que o mesmo faz
com algum ponto cardeal. O médulo ¢é facilmente calculado:

IRl =V 27,8+ 10,4 % 30 passos

Quanto ao angulo, precisamos determinar qual queremos: do norte
para leste, ou leste para norte. Pessoalmente, prefiro de leste para norte.
Assim,

Olhe agora a figura. Estes valores de médulo e angulo nao lhe
parecem corretos?



Agora que ja estamos bem encaminhados no estudo de vetores, vamos
analisar o movimento de objetos em duas dimensoes, mas sem a aceleragao.
Este tipo de movimento pode ser descrito em um lugar sem gravidade ou
sobre um suporte horizontal, como por exemplo, uma mesa. Para isto, sera
necessario que ampliemos a aplicabilidade de nossas equagdes horarias de
escalares para vetores. Visualize, abaixo, o movimento de uma particula
no plano x-y:

Esta trajetoria nao é especial em nada. Pode ser, por exemplo, a trajetdria
de um pedo que foi langado e esta prestes a cair. As forgas envolvidas nao
sao importantes para nds, neste momento, pois s estamos interessados na
sua trajetoria. Observe, agora, a sua descri¢ao: em um momento 7, a particula
se encontra em um ponto P, e em um tempo 7, a particula se encontra em
um ponto P, O vetor t, é o “vetor posi¢ao” da particula no momento 7,
corresponde a um vetor que sai da origem e termina no ponto P . Analoga-
mente, r, representa o vetor posi¢ao da particula no instante 7, Lembre-se
de que, no caso unidimensional, nés definimos o deslocamento como sendo
a diferenca entre a posi¢ao inicial e a posi¢do final. Aqui ocorre a mesma
coisa, mas, a0 invés de usarmos escalares, usamos vetotes:

Ar=r, -1,

Este vetor Ar é chamado de vetor deslocamento, em analogia ao deslo-
camento unidimensional. Nao se esqueca de que este deslocamento ocorre
em um intervalo de tempo definido: A7=#,#,. Se n6s colocamos agora os
vetores-posicao decompostos em suas coordenadas, podemos facilmente
obter o vetor deslocamento. Veja:



Perceba que, quando o movimento é apenas no eixo x (unidimensional),
voltamos 2 antiga defini¢ao Ax=x,-x,.

Agora que ja definimos os vetores posi¢iao, podemos passar, sem
problemas, para a definicio das outras grandezas estudadas até agora.
Comeg¢amos com a velocidade média:

— Ar
) =%

Muito simples? Com certezal Mas, além disso, precisamos notar que
(1/At) é um escalar e quando o multiplicamos por um vetor obtemos outro
vetor na mesma dire¢ao, mas com moédulo diferente. Nos ja vimos isso
anteriormente. Aqui vemos que a sua aplicagao leva a conclusao de que o
vetor velocidade tem a mesma direcio do vetor deslocamento!

Aplicando o mesmo raciocinio do movimento unidimensional, defini-
mos o vetor velocidade instantinea:

_ dr
v = —
dt

A mesma discussao do paragrafo anterior aplica-se a velocidade in-
stantanea. Como esta velocidade ¢ definida em intervalos de tempo muito

pequenos, os vetores velocidade correspondem as tangentes a trajetoria em
cada ponto da mesma. A figura abaixo ilustra este ponto:

Assim como o vetor posi¢ao, o vetor velocidade instantanea também
pode ser decomposto em suas componentes:

a d, . dx_ dy_
v=E=E(xl+)’J)—E’+EJ—"x’+VyJ

De uma maneira absolutamente analoga, definimos a aceleragao média
e a aceleracdo instantanea como sendo, respectivamente:

a =aita.j
X y



Depois de todas estas considera¢ées, podemos agora enunciar as equa-
¢oes horarias em suas formas vetoriais:

v=vy+t+at

~I

I
=1 + V,t + > at

Concordo que estas equagdes parecem assustadoras, mas vocé vera
que nbs sempre trabalharemos unicamente com as componentes! Todos
os nossos dados serdo separados em componentes e entdao trabalharemos
independentemente, sera 6timo! Para isto, construimos a tabela abaixo:

Horizontal (componente x) Vertical (componente y)
Vr = Vyo T Ayl Vy = Vyo + Gyl
1 i 1 .
X=Xxp+ vx0t+§axt' Yy =Yot+ vyot+ ant'
VE = Vg + 20, (x — Xo) y = Vyo + 20,(y = yo)

Podemos, entdo, agora, resolver alguns problemas para ganhar um
pouco mais de intimidade com a matéria.

RIG

I. Uma particula parte da origem no momento que um cronoémetro ¢ dis-
parado. Ela se move no plano x-y com velocidade constante dada pelo vetor:
v =427+ 1.87. Determine o vetor posi¢ao desta particula nos instantes
t=10 segundos e t=20 segundos. Determine a distancia percorrida entre
estes dois instantes.



I. Para este tipo de problema, nem ¢ necessario um desenho, e ja é
hora de comegarmos a trabalhar com a matematica na certeza de que
chegaremos ao resultado correto. Vamos, entao, a interpretagio da
questio. E dado um valor constante para a velocidade e a mesma esta
dividida entre duas componentes. vx =4.2m/s e vy = 1.8 m/s. Isto nos
diz que a particula mover-se-a muito mais rapidamente para a direita
do que para cima. Para obter as posi¢oes nos devidos instantes, tudo
que temos a fazer é escrever as equagoes horarias. Como a particula
parte da origem e tem acelera¢do nula:

x(1) = x4+ vt +—;ax12 = 4,2t

W)=y, + Vool +—;ay12 = 1,87

Entao podemos construir uma tabelaonde colocamos os tempos em
questao e as coordenadas correspondentes:

t(s) x(m) y (m)

Podemos entao agora extrair os vetores posi¢ao correspondendo aos
instantes iguais a dez e vinte segundos: 7, =427 +187 e

Ty = 841 +367 . A distancia entre estes dois pontos é apenas o
modulo do vetor deslocamento, que € dado por: Dr=r, -r, =(84-43)
i+(36-18)j



A utilizagdo da notagao vetorial permite e facilita o estudo da fisica
em mais de uma dimensao. A maneira de descrever os vetores varia muito.
Existem as mais variadas notages para se simbolizar matematicamente
uma entidade que tem moédulo, diregao e sentido. O conceito de ponto de
referéncia, porém, estd intimamente ligado aos sistemas de referéncia que
servem como origem dos vetores. Mesmo sem o ferramental da algebra
vetorial, é possivel a solu¢dao de problemas, através de simplificagdes.

Certas grandezas fisicas podem ser definidas apenas através de um
numero. A tnica informacao pertinente é a magnitude dessa grandeza. Es-
tas grandezas sao chamadas de escalares. Existem outras, no entanto, que
necessitam de mais informacdes, tais como a velocidade, a for¢a, etc. Neste
segundo caso, precisamos de mais informagoes, nomeadamente a diregao e
o sentido. Assim, utilizamos os vetores cujas propriedades se assemelham
muito aquelas dos escalares. Eles podem ser manipulados graficamente ou
matematicamente. No primeiro caso, é possivel uma visualizagiao de suas
propriedades, mas é muito pouco pratico. A sua manipula¢ao matematica
permite a obtencao de informacdes sobre sua magnitude e direciona-
mento de maneira muito simples e direta. Os vetores podem ser definidos
matematicamente de duas maneiras: a) a partir de seu moédulo e do angulo
que este vetor faz com algum eixo do sistema de referéncia; e b) a partir
das componentes do mesmo. A divisio em componentes permite separar
o movimento completo do objeto em dois, cada um deles paralelo a um
dos eixos do sistema de referéncia. Quando isto ¢ feito, torna-se possivel
tratar um movimento em duas dimensdes como dois movimentos unidi-
mensionais, permitindo-nos, assim, utilizar o que ja foi estudado sobre
cinematica em uma dimensao.

(-

Na proxima aula, estudaremos o movimento de projéteis, ou seja, o
movimento de corpos sob a a¢dao da gravidade em duas dimensoées. O
movimento deste tipo é conhecido como parabélico.
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