Os Espacos Vetoriais

META
Promover a identificacao de vetores
no plano e no espaco e suas propri-

edades.

OBJETIVOS

Decompor um dado vetor relativa-
mente a uma base de vetores.
Estabelecer a igualdade entre veto-
res.

Reconhecer  propriedades  entre

vetores, como o paralelismo.

PRE-REQUISITOS
Para seguir avante nesta aula, é ne-
cessario que vocé tenha compreen-

dido os conceitos apresentados na

aula anterior.
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2.1 Introducao

Ola! Que bom encontri-lo novamente! Espero que tenha gostado
da nossa primeira aula. Nela definimos o objeto geométrico, vetor
e algumas de suas propriedades.

Nesta aula, iremos identificar e localizar pontos no plano (bi-
dimensional) e no espaco (tridimensional). Veremos que é possi-
vel decompor um dado vetor (no plano ou no espago) com uma
combinagao (linear) de outros vetores. Verificaremos também que
propriedades algébricas inerentes as operagdes entre vetores acarre-
tam em propriedades geométricas sobre esses, como por exemplo, a
existéncia de um elemento neutro aditivo que implica um elemento

neutro na soma de vetores, a saber, o vetor nulo.

2.2 Decomposi¢ao de um vetor no Plano (R?)

Dados dois vetores nao coplanares (ver Aula 1) 01 e v3, qualquer
vetor U pode ser decomposto dependendo de v7 e v3. Para isso,
devemos encontrar ai,as € R, tal que

U = q10] + a9 (2.1)

Exemplo 2.2.1. Sejam v7 e v3 vetores nao colineares e ¥ qualquer

vetor no mesmo plano de v e v3.

3
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Exemplo 2.2.2. No caso em que o vetor ¥/ tiver a mesma. direcao
de ¥1 ou de v3, ¥ nao é a diagonal do paralelogramo e um dos

numeros reais a; ou as € nulo.

-l
-

3%

Neste caso, o namero a1 = 0, e a partir de ¥ = a1v7 + agv2,
temos que

=001 + a0 = U = ag0s.
Definicao 2.9.

1. Dizemos que ¥ € a combinacgao linear de vi e v5 sempre

que ¥ for representado como em (2.1).

2. O par de vetores v7 e v3 nao colineares é chamado de base

no plano.

3. Os nameros reais a1 e ag de (2.1) sdo chamados componen-
tes ou coordenadas de ¢ em relagdo a base {v1,v3}.
Por conveniéncia, sempre tomamos as bases ortonormais.

Definigao 2.10. Uma base {€1,€3} é considerada ortonormal se
os seus vetores forem ortogonais (isto é , €9 L €3) e unitéarios (ou

seja, [ei| = [ez] = 1).

Observag¢do 3. Embora tenhamos definido uma base ortonormal

como um conjunto, iremos pensa-la como um conjunto ordenado,
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isto é, numa base 3 = {€1, €3}, temos que o primeiro elemento da

—

base é €1 e o segundo, €5.

Exemplo 2.2.3. Considere a base ortonormal ilustrada na figura(2.17),

no plano xQOy, e um vetor ¥ cujas componentes sdo 2 e 4.

Figura 2.17: v3 e v3 s@o ortonormais.

Notacio 1. Consideraremos, de agora em diante, que os vetores
com extremidades na origem e nos pontos (1,0) e (0,1) serdo re-

presentados por ie ; respectivamente. Isto é,
(1,0)=7 e (0,1) =j.

Tendo uma base fixada, podemos fazer uma correspondéncia
biunivoca entre os pares ordenados (z,y) do plano (R?) e os veto-

res. Desta forma,

U= (z,y)

é a expressao analitica de ¥. Assim, nomeamos = como abcissa

e y como ordenada.
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Figura 2.19: Neste caso, o ve-

¥

tor arbitrario @ = zi +yJ, em
que z,y € R, sao as compo-
Figura 2.18: i e j como base nentes de ¥ em relagao a base

para o plano R2. {i,7}.

Exemplo 2.2.4. Seja @ = 2i + (—3)J, podemos representar por
¥ = (2,—3) € R2. Perceba que,

2j = (2,0),
(=3)i = (0, —3) e assim

T=2i4(=3)7=(2+0,0+(=3)) = (2,-3)

2.3 Igualdade e Operagoes

2.3.1 Igualdade

Os vetores 4 = (z1,y1) e U = (x2,y2) sdo iguais se, e somente se,

T1 = T9 € Y| = Yo, € assim, 4 = U.

Exemplo 2.3.1. Os vetores @ = (2,1) e ¥ = (2,1) s@o iguais,
porém, p'= (2,1) e = (1,2) ndo o sao.

2.3.2 Operacgoes

Sejam os vetores 4 = (x1,y1) e U = (x2,y2) e A € R, define-se:
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1. 44U = (x1 + z2,y1 + ¥2);
2. M= (Az1, A\y1).

Exemplo 2.3.2. Sejam os vetores 4@ = (2,—1) e ¢= (1, 3), temos
que

G+q=(2+1,-1+43)=(3,2)

.
0 5
1|0 2 3 4 5
T » ] 3;"
-1 1
2
Figura 2.20: @+ ¢ = (3,2). Figura 2.21: 3ud = (6, —3).

Com base nas operagoes definidas anteriormente, constatamos
que o conjunto dos vetores tem as propriedades que apresentaremos

a seguir.

Teorema 2.1. Para quaisquer vetores i, U e W, tem-se

Ay) i+ (—u) =0.

e para quaisquer i € U e o, 3 € R, tem-se
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P) a(fu) = (aB)i;

Py) (a+ p)d = ot + pu;

Py) 17=10.
Observagio 4. O vetor 0 denota o vetor nulo, isto ¢, 0 = (0,0).

Demonstra¢do. E importante que vocé acompanhe o nosso racio-
cinio, pois vamos verificar a seguir algumas das propriedades que
ja apresentamos. Dados @ = (z1,41), U = (z2,y2) ¢ W = (v3,y3),

temos que:

¢ cm (A1)7
U+7 = (x1,51) + (w2, 92) = (1 + 22,51 + y2).

Mas como sabemos que as coordenadas de ambos os vetores
S840 nUmeros reais, € como os reais sao comutativos em relacao

a soma, ou seja, T1 + T2 = T2 +T1 € Y1 + Y2 = Y2 + Y1, assim

U+0= (214 22,91 +y2) = (x2 + 21,92 + 1)
= (22,42) + (z1,y1) = U+ 4.

e em (Ay), iremos supor @ = (ay, az2), tal que
0=ad+ 7= (z1,51) + (a1,a2) = (z1 + a1, y1 + az)
Deste modo, i+ 1w = 0 < (x1+a1,y1 +az2) = (0,0), e assim,
z1+a1=0 e y1+a2=0=a;=—x1 e a2 = —yi,

portanto, W = (—x1, —y1) = —u.
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e jaem (P»), sejam «, 5 € R, tal que

(a+B)i = (a+ ) (z1,51) = ((a+ Py, (a+ By) -

Mas sabemos que os niimeros reais sao comutativos em rela-
¢ao a soma e a multiplicao, como também tém a propriedade

da distributividade,

(a4 B)rr, (a+B)y1) = (ax1 + Br1,ayr + By1)
= (awy,ay1) + (Br1, By1)

e assim,

(a+p)i= (az1,ay)+ (Bz1, By1)
= a(x1,y1) + B(w1,y1) = ot + Bu.

O

Agora que vocé acompanhou o nosso raciocinio e compreendeu
todo o desenvolvimento das propriedades demonstradas, deixamos

para vocé a atividade a seguir.

Exercicio 2.3.1. Mostre cada um dos itens das propriedades que

nao foram demonstradas.

Exemplo 2.3.3. Dados os vetores @ = (3,—1) e ¥ = (—1,2), na

equacao

—

A(ii — §) + =10 = 26 — B

Wl

pretendemos determinar o vetor w. Para isso, faremos uso das

propriedades das operagoes entre vetores. Facamos

1
A = 0) + 0 = 20— @ =
1
§w+w:2ﬁ—4(ﬁ—ﬁ):>
A e oi
3’[1) u v
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entao, temos

4
gu_i = 20+ 47 =
4l = —6u + 120 =
., 6 o 12 N
W=+ v
&= it 30

5 .

Fazendo a substituicao, chegamos a
-3
-3
w=—(3,-1)+3(-1,2) =

W= (_79 g) + (-3,6)

ou podemos escrever assi i) —_9 3 3 + 6 —_15 15
u m rever assim: W = -3 = — b
p 2 M 2 2 ) 2 )
ou se preferir, desta forma:
—-15
0=—(1,-1
w 2 ( 7 )

Definigao 2.11 (VETOR DEFINIDO POR Dois PoNTOS). Consi-
dere o vetor AB de origem no ponto A = (z1,y1) e extremidade
em B = (z2,y2). Como na figura (2.22), as coordenadas de AB

. H .
sdo obtidas por AB = B — A, assim

—
AB = (z2 — z1,¥2 — y1)-

Exemplo 2.3.4. Na figura (2.24), observamos que os segmentos

orientados AB, C'D e OP representam o mesmo vetor (3, 1), pois

AB=B-A=(1,4)—(-2,3) = (3,1)
CD=D-C=(4,3)—(1,2) = (3,1)
OP=P—0=(3,1)—(0,0) = (3,1)
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Figura 2.23: AB = (zy —

Figura 2.22: AB=B— A T1,Y2 — Y1)
B=(1,4)
T ST
A=(-2,3) | D=14,3)
| it Rt F-——-——-3 -t
I I i
] I i
| TlTe=L2)
| L bc g P =13, 1)
] I " i
i " [}
! ! : :
0 =100, 0

Figura 2.24: Os segmentos orientados AB, C'D e OP representam

o mesmo vetor (3,1).

2.4 Decomposigao do Espago (R?)

Nesta segunda etapa de nossa aula, procederemos nossos estudos
de forma analoga a decorrida na secao (2.2), porém, com algumas
adequacoes necessérias.

Dados trés vetores ndo coplanares v71, v3 e v3, qualquer vetor ¥
pode ser decomposto dependendo de v7, v3 e v3. Para isso, devemos

encontrar aj, as, a3 € R, tal que

U = a1v] + ag03 + azv3 (2.1)
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Analogamente ao que ocorre no plano, o vetor ¢’ é a combinacao
linear dos vetores da base, isto é, sempre existem numeros reais
a1, a9, as, tal que a decomposicdo do espago seja satisfeita, em que
a1, as,as3 sao as componentes de ' em relacdo & base considerada
(neste caso, {vi,v3,03}).

Uma base no espago é ortonormal se os trés vetores forem uni-
tarios e, dois a dois, ortogonais. Assim como fizemos para o plano,
iremos adotar uma base entre muitas, como a base canénica re-

presentada por {;, 7, IZ}

A reta com a direcdo de i é o eixo dos z (das abscissas), a
reta com a direcao do vetor j é o eixo dos y (das ordenadas) e a
reta com a direcao do vetor k 6 o eixo dos z (das cotas). As setas
indicam o sentido positivo de cada eixo. Esses eixos sao chamados

de eixos coordenados.
Observagio 5. O vetor 0 denota o vetor nulo, isto €, 0 = (0,0,0).

Cada par de eixos determina um plano coordenado, como ilus-

trado nas figuras (2.25), (2.26) e (2.27).

Notagdo 2. A cada ponto P no espaco (R?) corresponde uma terna

(1,1, 21) de ntumeros reais chamados coordenadas de P.

Em alguns livros sao
adotados  {e1,e2,e3}
em vez de {i,j,k} e
ainda representando o

vetor por uma letra do
alfabeto, v em vez de

—

.

iy
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Figura 2.25: plano Figura 2.26: plano Figura 2.27: plano
Ty Tz Yz
i - i’
‘ ; C £
F
: :
L e
LB v
D
Figura 2.28: P = (z1,y1,21) Figura 2.29: P = (2,4,3)

Observando a figura (2.29), temos:

A=(2,0,0) - ponto no eixo dos x quando y = z = 0.
B =(0,4,0) - ponto no eixo dos y quando x = z = 0.
C =(0,0,3) - ponto no eixo dos z quando z =y = 0.
D =(2,4,0) - ponto no plano xy quando z = 0.
E =(0,4,3) - ponto no plano yz quando = = 0.
F =(2,0,3) - ponto no plano xz quando y = 0.

Seja U = i + yj+ ZE, em que x,y e z s40 as componentes de

¥ na base canénica {i, 7, k}, como fizemos para vetores no plano.
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Figura 2.30: & = 27 +yj + 2k Figura 2.31: ¥ = 2i + 4] + 3k

O conjunto formado por um ponto e por uma base constitui

um sistema referencial.

e O espaco tem trés dimensdes, ou seja, é tridimensional,

porque qualquer uma de suas bases tem trés vetores.
e O plano tem dimensio 2, ou seja, bidimensional.
e A reta tem dimensdo 1, ou seja, unidimensional.

Por outro lado, a representagao geométrica do conjunto R é a reta
chamada de reta real. O produto cartesiano RxR = R? (ou ainda,
R? = {(z,y);x,y € R}) tem como representacido geométrica o
plano cartesiano. E por fim, o produto cartesiano RxRxR = R3
(ou ainda, R® = {(z,y,2);2,y,2 € R}) tem como representagio

geométrica o espacgo cartesiano.

2.4.1 Igualdade e Operacgoes

Defini¢ao 2.12 (IGUALDADE). Dois vetores @ = (x1,¥y1,21) e U =

(22, Y2, z2) sd0 iguais se, e somente se, ] = Ta, Y1 = Y2 € 2] = 29.
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Figura 2.32: Reta Figura 2.33: Plano Figura 2.34: Espaco
real. R cartesiano, R? = cartesiano, R3 =

R x R. R xR x R.

Definigao 2.13 (SoMA E PRODUTO POR UM ESCALAR). Dados

os vetores 4 = (x1,y1,21) € U= (x2,y2,22) € A € R, define-se:
o U+ U= (214 2,y1 + Y2, 21 + 22)

o \if = (/\l‘l, )\yl, )\Zl)

Na soma 27 + 4} + 3]2, sabendo

que -

2 = 2(1,0,0)= (2,0,0)

4= 4(0,1,0)= (0,4,0) _
- 4
3k = 3(0,0,1)= (0,0,3) e’

Observando no plano zy, temos

que:

U= 2;4_ 4]4_ E Figura 2.35: A soma dos ve-

t t3 1
= (27 0’0) + (07470)+(0’0;3) ores que estao no p ano xy7

2i + 47, ¢ ilustrada pelo vetor
vetor tracejato

= (2,4,0) +(0,0,3)= (2,4,3)

tracejado, enquanto a soma do
vetor tracejado ao vetor 3k re-

sulta no vetor v .
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Definigao 2.14 (VETOR DEFINIDO POR D0I1S PONTOS). Se A =
(x1,y1,21) e B = (x2,y2, 22) sdo dois pontos quaisquer no espago,

entao

—

AB = (372 —T1,Y2 —Y1,22 — 21)

Notacdo 3. Em vez de escrever v = 2+ 3;—}— 41_5, podemos escrever

U=(2,3,4). Assim,

i—j = (1,1,0)
2%—37+k = (2,-3,1)
4k = (0,0,4)

em particular, {i,7,k} = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

Defini¢dao 2.15 (CONDIGAO DE PARALELISMO DE DoIS VETO-
RES). Se dois vetores 4 = (1,41, 21) € U = (x2,Y2, 22) sa0 coline-
ares (ou paralelos), existe um numero A € R, tal que @ = A\, ou
seja (x1,y1, 21) = A(z2,y2, 22). Esta é a condigao de paralelismo de

dois vetores. Representamos por #//7 dois vetores i e ¥ paralelos.

Exemplo 2.4.1. Determinar os valores de m e n para que sejam

paralelos os vetores © = (m +1,3,2) e ¥ = (2,1,2n).

Para encontrarmos m e n, iremos usar a condicao de parale-

lismo de dois vetores, assim, temos

(m+1,3,2) = A\(2,1,2n),

ou seja,
m+1=2\
3=A
2 =2nA

O que resultaem m=5en =1/3.



(46,

Os Espacos Vetoriais

2.5 Resumo

Nesta aula, aprendemos que um vetor pode ser decomposto sob
uma combinacdo linear de outros vetores. Conhecemos o conceito
de base ortonormal e aprendemos que é possivel usé-lo para descre-
ver qualquer vetor num plano (ou espago) coordenado, como uma
combinacdo linear dos vetores desta base. Além disso, também

verificamos algumas propriedades das operacdes entre vetores.

2.6 Atividades

1. Exprima o vetor @ = (1,1) como combinacao linear de @ =

(—2,1) e 7= (1,-1).

2. Quais sdo as condi¢des de a e b, nimeros reais, para que os

vetores do plano @ = (2a+1,1) e ¥ = (3, 2b—3) sejam iguais?

3. Dados os vetores @ = (2,—4), ¥ = (—5,1) e W = (—12,6),

determinar ki e ko, tal que W = k1d + kot

4. Encontre os nimeros A1 e Ay, tal que @ = A9 + Aot sendo

Ty = (1,-2,1), % = (2,0,4) e @ = (—4, —4, —10).

5. No quadrado ABCD tem-se A = (—1,-3) e B = (5,6).

Quais sao as coordenadas dos vértices C e D7
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6.

10.

Mostre que qualquer conjunto {vi,v3} de vetores ndo coline-

ares constitui uma base no plano.

Seja. ABC'D um quadrilatero. Se F é o ponto médio dos
segmentos AC' e BD simultaneamente, sendo A = (0,0),
B=(1,1), C =(0,2) e D =(-1,1), mostre que ABCD &

um paralelogramo.

. Dé um exemplo no plano que seja baseado na afirmacao do

item (6).

. Mostre que os pontos A = (4,0,1), B=5,1,3), C = (3,2,5)

e D =(2,1,3) sao vértices de um paralelogramo.

Se os vetores @ e ¥ tém o mesmo comprimento, demonstre

que U + U e ¥ — ¥ 80 ortogonais. E a reciproca?

2.7 Comentario das atividades

Vocé concluiu as atividades 1,2,3 e 47 Para resolvé-las enten-
deu e utilizou o conceito de combinagdo linear. Se resolveu
as questoes 5,6 e 9, entao entendeu os conceitos de operagoes
entre vetores e vetores definidos por dois pontos. E as ati-
vidades 7 e 87 Conseguiu conclui-las? Entao vocé entendeu
o conceito de paralelismo entre vetores. Ja na questao 10,

vocé usou o conceito de vetores ortogonais.

Dizemos que E é o
ponto médio de um seg-
mento cujas extremida-
des sdo A = (z1,y1) e
B = (z2,y2) se, e s0-
mente se,

E— (ﬁvl +x2 Y +y2)

2 72

(47
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