Produto de Vetores -
Parte 11

META
Apresentar o produto vetorial entre

vetores e suas propriedades.

OBJETIVOS

Reconhecer e efetuar produtos
vetoriais entre vetores.

Reconhecer propriedades ligadas
aos produtos vetoriais entre vetores,
como a area de um paralelogramo
que tem como lados dois vetores e o
produto misto com sua representa-

¢ao geométrica.

PRE-REQUISITOS

Para que vocé possa ter um bom
desempenho nesta aula, é necessério
que saiba reconhecer e efetuar pro-

dutos escalares entre vetores, além

de interpreta-los geometricamente.
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4.1 Introducao

Ola! Estamos aqui para mais um encontro em que transitare-
mos pelos produtos entre vetores. Na aula passada, introduzimos
o conceito de produto escalar entre vetores e suas propriedades.
Além disso, aplicamos esse produto para encontrar, por exemplo,
o cosseno do dngulo entre eles.

Em continuidade ao tema da aula anterior, em que definimos e
vimos algumas aplicagoes do produto escalar (ou produto interno),
nesta aula estudaremos outro produto, isto é, o vetorial, que, dife-
rentemente do produto escalar, permite a conversao de dois vetores
no espago em outro vetor. Esta operagfo tem um significado ge-
ométrico interessante que serd mostrado no transcorrer da aula.
Vocé conhecerd, também, o produto misto cujo valor absoluto re-

presentamos como 1/6 do volume de um tetraedro.

4.2 Produto vetorial

Nesta primeira se¢iao, vamos apresentar a vocé o produto vetorial.
Seu resultado difere do produto escalar por ser um vetor e nao
um escalar. Seu uso principal associa-se ao fato de o resultado de
um produto vetorial ser sempre perpendicular a ambos os vetores
originais. Assim, comecemos pela sua defini¢do e, logo em seguida,

vocé verd que hi algumas formas diferentes de representé-lo.

Defini¢ao 4.20 (PRODUTO VETORIAL). Dados os vetores
U= (1‘1,3/1, 21)

(ou i = T11 + yJ%— zlg) e U= (x2,y2,22) (ou U = Toi + yﬁ—i— ZQE)

tomados nesta ordem, chamamos de produto vetorial dos vetores
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i e U, 0s vetores

-

iU x U= (y122 — 21y2);+ (z122 — 2122)] + (T1Y2 — Y172)k

ou simplesmente,

—

U X T=(y122 — 21y2, 212 — T122, T1Y2 — Y122)

Outra maneira de escrevermos o produto vetorial, muito 1til e

facil de usar, é

T2 Y2 22
ou
oS Yy Z1|- |T1 Z1|- |1 Y1| -
UX U= i— 7+ k
Y2 22 T2 22 T2 Y2

Observagio 6. Chamamos a sua atencao neste ponto, caro aluno,
pois é fundamental perceber que (@, 4 x ¥) = 0 ou (U, 4 x ¥) = 0,

pois (sendo @ e ¥ ndo nulos e nao colineares)

(U, x ) = x1(y122 — 2192) + y1(2172 — 2122) + 21(21Y2 — Y122)
= T1Y122 — T121Y2 + Y12122
—Y1T122 + 21T1Y2 — 21Y1X2

= 0

-

O mesmo ocorre para (¥,4d x U) = 0. Isto significa que os vetores
4 e ¥ s@o ortogonais a i X ¥, isto &, ¥ X U ndo estd no mesmo
plano que u e ¢. Portanto, ndo faz sentido estudarmos produtos
vetoriais entre vetores no plano, pois nao seria possivel encontrar

o vetor U X U.
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Exemplo 4.2.1. Sejam @ = (5,4,3) e ¥ = (1,0, 1) vetores em R3.

Deste modo,

ik
ixT=5 4 3/=@—-0)i+(3-5)j+(0—4k
101

= U X T=4i— 2] — 4k = (4, -2, —4).

Veja ainda que

ik
Txid=11 0 1=0-4)i+(-3)]+ 4 -0k
5 4 3

= TX @l = —47 + 2] 4 4k = (—4,2,4).

Portanto, neste exemplo, 4 X ¥ = —(¥ x ). Mas serd que esta
propriedade é valida para quaisquer dois vetores em R3?
Para que vocé possa verificar se isto é possivel, acompanhe o

nosso raciocinio no préximo tépico.
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4.3 Propriedades do produto vetorial

Agora que vocé sabe o que é um produto vetorial, vamos apresentar-
lhe as propriedades desse produto.
Sejam @ = (1,y1,21), U = (x2,Y2, 22), W = (3,y3,23) € R e

A € R, tal que

(V1) @xi =0, qualquer que seja @ € R3.  De fato, pela defini¢do

temos o seguinte

i 7k
UxXu= |z y1 2
1 Y1 2

= (121 — 2191)i + (2121 — 2121)] + (211 — 1)k
= (0)i+(0)j + (0)k

=@ x = (0,0,0) =0.

- - - =

Como conseqiiéncia disso, temos que i Xt = jxXj = kxk = 0.

(Vo) @ x U= —(Ux u). De fato, veja que
i 7k
Uxv= |r y =
T2 Y2 22

(y122 — 2192)1 + (2122 — 129)] + (T12 — y1$2)];:

i j k
TXU= |z9 y2 29
1 Y1 2

= (Y221 — 22y1)’7+ (201 — w221);+ (woy1 — nyl)E
= T xd=—(0xa@), Vi,7ecR>

A partir desta propriedade, temos como resultado que

e
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ixj = —(Fxi)
jxk = —(kxj)
ixk = —(kxi)

(V3) ux(0+wW) = axv+uxw. Defato, seV = (x2,y2,22) e W =
(x3,ys, 23), verificamos que T+ W = (xo+x3, Y2 + Y3, 22+ 23),

e assim,

i k

.

UX(U—F@)I T Y1 21
To+x3 Y2+ys 22+ 23

-

= Ux (T4+d) = (y1(z2+23) — 21(y2 + y3))i+
+(z1(22 + 23) — 21(22 + 23)).;'+
a1 (y2 + ys) — yi (w2 + 3)) K

= U X (T+W) = ((y122 — 2192) + (Y123 — 21y3)ﬁ+

+((z122 — x122) + (2123 — 2123))J+

+((z1y2 — y122) + (w1y3 — y123))k

= @ % (F+ ) =
((ylzz — 2192)Z+ (212 — $122)3+ (x1y2 — y1$2)]g> +

UXU

+ (12 = 2)i + (5123 — w12)5 + (@13 — 1R

U X W

i

Portanto, @ x (¥ + W) = @ x U+ 4 x @, Vi, v, s € R3.
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(V) (\@) x T = \@ x 7).

Exercicio 4.3.1. A verificacio desta propriedade fica como

exercicio.

(Vs) @ x ¥ =0 se, e somente se, um dos vetores ¢ nulo ou se @ e

¥ s@o colineares.  De fato, se i = 0, entao,

i 7k
ixv=0 0 0|=0i+0j+0k=0
T2 Y2 <2

E se @ e ¥ nao forem ambos nulos, mas colineares, isto é,

U = A, entao
UX U= ux(\) = MU x @)
por (V)

Mas como sabemos da propriedade Vi, obtemos A(d x @) =

A0) = @ x 7=0.

(Vg) @x éortogonal simultaneamente aos vetores i e .  Entao,

—\

se (U, U x ¥) = (U,4 x ¥) =0, 4 x U é ortogonal simultanea-

mente aos vetores U e U.

Perceba que

- 1 A r1r 2 r1 U
(0,1 x U) = x1 + U1 + 21
Y2 22 T2 22 T2 Y2
e assim, obtemos
1 Y1 A

—~
&~

T2 Y2 22



Um triedro {@,¥,v X
4} (supondo que 4 e
¥ sejam nao colineares)
diz-se positivamente
orientado (em relagio
ao sistemas de eixos fi-
xados, no caso, xYz)
quando é positivo o de-
terminante cujas linhas
sdo formadas pelas co-
ordenadas dos vetores
dados, na ordem em
que sao listados.
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Pois neste caso o determinante tem duas linhas iguais. Fa-
?

zendo o mesmo para (U, U X ¥), constatamos (de modo ana-

logo) que

2 Y2 z2
(T, @ x0) =|z1 3y 2z|=0
L2 Y2 22
Portanto, i X ¥ é ortogonal simplesmente aos vetores i e .

(V7) O triedro {u,¥,v x 4@} é positivamente orientado.  Sejam

— —

ac€R et v,ixveR3, tal que

1 1 21
= T2 Y2 )

Y122 — 21Y2 2172 — T122 T1Y2 — Y1x2
em que 4 = (x1,y1,21), U= (22,2, 22) €

UXT= (y122 — 21Y2,21%2 — T122,T1Y2 — y1$2) .

Assim, obtemos

o= (@ x¥,dx0) =i x> 0.

Exercicio 4.3.2. Mostre a igualdade entre o determinante

—

e o namero real (4 X 9,4 X ¥) da propriedade (V7).

(Vg) (IDENTIDADE DE LAGRANGE)
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(Vo)

De fato,

Portanto,
i@ x T = (y122 — 2190)° + (2122 — 1122)° + (2192 — Y122)°
Mas, temos que
@0 = (aF +y? + 27) (23 +y3 + 23) e
(i, 7)? = (w122 + Y112 + 2122)°

Efetuando as operagoes indicadas, verificamos que |t x
o? = |@?|? — (@, 7)%.
Sei#£0,7#£0eseféo angulo entre os vetores @ e U, entao

|t x 0] = |d| - |0] sen . (4.2)

De acordo com a identidade de Lagrange, na equac¢ao (4.1),

temos

i@ x o> = |i]? |0]* — (i, ¥)>

ou seja,

@ x v]* = [a* [7]* — (|a] 5] cos6)?
4
1@ x ¥ = |@|* |7)*(1 — cos? 0)

= @ x 7% = |@? |72 (sen 20)

pois 1 — cos? @ = sen?d. E sabemos que

@ x 2 = |i? |5 (sen 26)
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I

@ x 7] = |@] |5](sen §)

Tal qual na propriedade (V7), percebemos que os vetores da

base canonica {i, 7, k} sdo validos.

i jk
ixj=[10 0
010
=ixj=k

e para as outras combinacdes:
ixk = i
kxi = j

percebemos ainda que

ixi = —k
kxj = —i
ixk = —j

No paralelogramo ABC D a seguir, observamos que 4 = AB e

—

v = AC. A altura do paralelogramo relativa aos lados CD e AB é

dada por |¥/|sen 6.
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Assim, a area do paralelogramo é dada por

Aveaspcp = |u| - (|V] sen#),
—_——
base altura

Portanto,

|U X 17| = AreaABCD

Exemplo 4.3.1. Determine o vetor @, tal que w seja ortogonal
ao eixo—y e 4 =W x ¥, sendo 4 = (1,1,—1) e ¥ = (2,—1,1).

Como & L eixo—y deve ser da forma o = (z,0, z), assim, @ = WX T

equivale a
i kK
(L,-)=|z 0 =z
2 -1 1

ou ainda, (1,1,—1) = (z,—x + 2z, —z). Basta-nos solucionar os
sistemas
z =1
—r+2z =1

-z = -1
cuja solu¢do é z =1 e z = 1. Logo, & = (1,0, 1).

Exemplo 4.3.2. Seja um tridngulo eqiiilaitero ABC de lado 10.
—_—  —
Calcular |[AB x AC.
Veja que
—_—  —

|AB x A \:]A_B)||A—C>’| sen «

em que « é o angulo interno de ABC' no vértice A.
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—

Como a = 60°, tem-se que [AB x A

|

Q
I

(10) - (10) sen 60°

3 503

—

—
= |AB x AC| =10

w\a

Mas como o valor 50v/3 representa a area do paralelogramo, por-

tanto a area do triangulo é a metade, ou seja, | Areaspc = 25v/3 |

Exemplo 4.3.3. Dados os pontos A = (2,1,1), B = (3,—1,0) e

C = (4,2,—2), vamos determinar:
(i) a area do tridngulo ABC,

(ii) a altura do triangulo relativa ao vértice C.

Resolucao do exemplo:

(i) A partir do triangulo ABC podemos construir o paralelo-
gramo ABCD, cuja area ¢ o dobro da &area do tridingulo.

. —_— —
Assim, com base nos vetores AB e AC', temos

1] — —
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—

—
Mas AB = (1,-2,-1), AC = (2,1,-3) e
—_— —
|AB x BC|=|1 —2 —1|=|(7,1,5)|
2 1 3

Logo,

1 5
A = 5\/49+25+ = 5\/§u.a.

(ii) Ja para obtermos a altura do triangulo indicado na figura,

basta lembrarmos que

A spep = (base)(altura) = bh.

—
Assim, como a base b no triangulo é dada por |AB|, obtemos

A |AB x AC] V75 5
= — = = = — 211.C.

b |AB| (1,-2,-1)] 2

Definigao 4.21. Chama-se produto misto dos vetores 4 = (z1,y1, 21),
U = (z2,Yy2,22) e W = (x3,y3, 23), tomados nesta ordem, o nimero

real
rr Y1 z1

(U,7 X W) = |x9 1y 29]-

I3 Yz z3

Figura 4.42: Produto misto dado pelos vetores A_B, AC e AD.
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Sejam A, B,C e D pontos nao colineares e os vetores @ =
—_— — . [ B .
AB, v = AC e @ = AD também nao colineares. Esses vetores
determinam um paralelepipedo como na figura (4.42), cujo volume
é
V = (Area da base) - (altura).

Note que a altura é

h = |u].cos@
h= | Sﬁ Xf_f’ u‘iz
Vs a1
b (U x ¥, )
| x 7]

X
e que a area da base é dada por Ayyge = | X 9]. Logo
V:h‘Abase =V = <ﬂ'><17,16>

Se @ = (x1,y1,21), U = (T2,y2,22) e W = (3,3,23), podemos

reescrever o volume do paralelepipedo da seguinte forma

ou seja, V = [(@, v x ).
Exemplo 4.3.4 (VOLUME DO TETRAEDRO). O volume do tetra-

edro (como ilustrado na figura (4.42)) é dado por
1] — — —
V= 6 (AB,AC, AD)

e assim, se um tetraedro é formado pelos pontos A = (1,2, —1),
B =(5.0,1),C=(2,—-1,1) e D = (6,1, —3) como veértices, temos
que

4 -2 2

1 -3 2 :36:>V2:%]36]

5 o—1 —2

Portanto, o volume do tetraedro é V; =6 u.v. .
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4.4 Resumo

Nesta aula, conhecemos a definicdo vetorial entre vetores e suas
propriedades. Conhecemos também a possibilidade de usar o pro-
duto vetorial para representar a area de um paralelogramo. Defi-
nimos o produto misto e o representamos geometricamente como
o volume do paralelogramo formado por trés vetores nao todos

coplanares.

4.5 Atividades

1. Sew = (3,-1,-2), ¥ = (2,4,—1) e & = (—1,0,1), deter-

mine:

2. Determine o vetor Z, tal que (Z,(1,4,-3)) = —7 e & X

(4,-2,1) = (3,5,—2).

3. Dados os vetores 4 = (3,1,1), ¥ = (—4,9,3) e @ = (1,2,0),

determine ¥ de modo que £ L W e ¥ X & = —7.

4. Encontre um vetor ortogonal ao plano determinado pelos

pontos P, Q e R e calcule a area do triangulo PQR.

(a) P=(3,0,0),Q =(0,3,0),R=1(0,0,2)

(b) P=1(2,3,0),Q =(0,2,1),R = (2,0,2)

(774



O torque é uma gran-
deza vetorial represen-
tada pela letra grega
T, que esta relacionada
a4 posibilidade de um
corpo sofrer uma tor-
¢80 ou alterar seu mo-
vimento de rotacao.
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5. Fixando o sistema de coordenadas com a base candnica no

— -

espaco, mostre que para quaisquer vetores i, ¥, w e t vale

g
T+

)
)

(i,
{

)
)

B
g1

= (@ X T, W xT).

T~

!
gy

!
T+

. (APLICAGAO FIisicA) O produto vetorial é uma importante

ferramenta utilizada na Fisica. Entre algumas das suas apli-
cacoes, podemos citar o torque. A equacao para o calculo do
torque é

T=7rxF

em que |7] é a distancia do ponto de aplicagao da forca F a0

eixo de rotacao a que o corpo esta vinculado.

_ — -
e Calcule o torque sobre a barra AB em que AB =7 = 2j
em metros, F = 107 (em newtons) e o eixo de rotacio

é 0 eixo—z.

4.6 Comentario das atividades

Ao resolver as atividades 1, 2 e 3, vocé entendeu a definicdo de
produto vetorial. Quanto as atividades 4, 5 e 6, se as concluiu,

vocé trabalhou as propriedades do produto vetorial. Caso nao
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tenha obtido sucesso na resolucao das questoes desta aula, lembre-

se sempre de que vocé dispoe de um tutor para tirar suas dividas.

Faco bom proveito deste recurso.
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