INTRODUCAO A
TERMODINAMICA ESTATISTICA

META

Apresentar os conceitos fundamentais da termodindmica estatistica e como aplica-los as
propriedades termodindmicas vista até entao.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera:

compreender os conceitos basicos que envolvem a termodinadmica estatistica;

compreender o significado da fungao de particdo de um sistema;

e, por fim, relacionar as fun¢des de estado como entalpia, energia livre e entropia de sistemas
microscoépicos em fungao da funcao de particao de um sistema.

PRE-REQUISITOS

Conhecimento dos conceitos envolvidos até entdo na termodindmica classica como: Energia,
Entalpia e Entropia.
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(Fonte: http://thiagoldamaceno.files.wordpress.com)
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INTRODUCAO

Até agora vimos todo o desenvolvimento da termodinamica a partir de
uma abordagem fenomenolégica, ou seja, toda ela é baseada na observacao
de fenomenos, seja eles quimicos ou mesmo fisicos.

Esses comportamentos foram generalizados por meio de varias ex-
pressoes algébricas e também de calculo como resultado das observagoes de
fenébmenos macroscopicos. A termodinamica estatistica vai na contramao
e leva aos mesmos resultados que termodinamica classica levando em con-
sideracdo as propriedades microscopicas da matéria.

Para dar uma base microscépica aos processos termodinamicos,
relacionaremos 0s processos com as variacdes de estados microscopicos
acessiveis ao sistema. Assim estabeleceremos um significado as variaveis
proprias da termodinamica.

(Fonte: http://www.3dchem.com)
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DISTRIBUICAO MOLECULAR DOS ESTADOS 1 5

CONFIGURACOES E PESOS ESTATISTICOS

Qualquer molécula, individualmente, pode existir em estados de energia
€05 €1 €5, e tomaremos sempre €, como o estado de menor energia,
assumindo €,=0, e todas as outras medidas de energia serdo relativas a
esse estado.

Por simplicidade, comecamos nosso estudo com um sistema de N
moléculas independentes, e cada uma com um conjunto de estados quan-
ticos de energia ¢, (sendo i =1, 2, 3,...). Suponhamos que num dado
instante havera 7, moléculas no estado com energia €,. Com 7, moléculas
num estado com energia €, , 7, com &,, € assim por diante. O conjunto de
numeros {n,, n ,...} se denomina como configuragio instantanea de um
sistema. Num sistema microscopico, a configuragao instantanea flutua com
o tempo porque as populagoes mudam.

A configuragdo geral { 7, 7,,...} pode ser arranjada em IV formas dife-
rentes, onde W é chamado de peso de uma configuragdao. O peso de uma
configuracio é o numero de maneiras que podemos ordenar as moléculas
mantendo os numeros sem modificar. Isto se consegue permutando todas
as moléculas e dividindo pelo numero de permutagdes realizadas com as
moléculas que se encontram no mesmo estado, ja que estas nao conduzem
a situacoes fisicas diferentes.

W:r‘[?‘q!’ Unf!:no!nl!...,zj:n, =N (1)

onde xl, é o fatorial de x, que significa: x!=x-(x—1)-(x—2)....1 e por
definicao 0!=1.

Em nossas consideracoes futuras sobre os sistemas atbmicos e molecula-
res, o numero de subsistemas N e os nimero de Avogadro. Porém, demonstra-
se facilmente com a calculadora que N! alcanga valores astronémicos muito
rapido. Entao para realizar os calculos o uso do logaritmo do peso se torna
bastante conveniente:

I =InN'> Inn,! )

Esta expressao pode ser simplificada utilizando a aproximacao de Stirling,
que nos diz que se x1 1:

1 1
In x!=~ [_r + EJ Inx—x+ Elnfﬁn Y+..=xlhx—x (1)

o que nos leva a:

InW =NInN - Z nlnn (2)
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A CONFIGURACAO DOMINANTE

Existe uma configuracao do sistema com peso tao grande que sempre
sera encontrado nele. As propriedades do sistema serdo entdo caracteristica
desse estado dominante em particular. Esta configuracao dominante pode
ser encontrada observando os valores de 7 que levam a um valor méximo
de W. Uma vez que W € uma fungao de todos o 7, podemos variar 7, € en-
contrar valores de dW=0 (assim como quando procuramos 0 maximo ou
o minimo de qualquer fun¢io), ou o equivalente a0 maximo valor de InW.

No entanto ha algumas dificuldades com esse procedimento, mas duas
condicoes devem ser satisfeitas:

2ng, =U; ®
A energia total do sistema é constante, e
2n, =N ©)

o nimero de moléculas totais também é constante.

A DISTRIBUICAO DE BOLTZMANN

A busca de um conjunto de nimeros {7, #,,...} para o qual I’ tem o
seu maximo valor, leva a um resultado que mostra que o peso depende da
energia do estado segundo a distribuicao de Boltzmann.

_Bgl
n
F’ = ﬁ; p=— ()
e
j
sendo £ a constante de Boltzmann e T'a temperatura termodinamica.

A Justificativa pra Eq. 7 ¢ um tanto quanto complexa, mas ¢é facil de
encontrar em livros textos indicados na bibliografia dessa aula.

FUNCAO DE PARTICAO MOLECULAR

Da Eq.7 podemos reescrever a distribui¢ao de Boltzmann como:

P,-=e . 8)
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onde P, ¢é a fragao das moléculas no estado i, P, = n. /N, e g* ¢ funcao de
particao molar:

=2 o

a soma em q geralmente ¢é expressa de modo diferente. Isso pode acontecer
quando diversos estados tem a mesma energia, o que resulta na mesma con-
tribuicao para a soma. Se, por exemplo, g estados possui 2 mesma energia g,
, entao dizemos que o nfvel é g, vezes degenerado, e podemos entdo escrever:

_ P,
qg= ) g e (10)
niveis j

onde a soma agora ¢ sobre os niveis de energia, e nao os estados individuais.

Uma maneira de interpretar a fun¢ao de parti¢do é considerar quanto
g depende da temperatura. Quando T se aproxima de zero, o parametro
B =1/kTtende ao infinito. Entdo, todos os termos da soma que define q é
zero, exceto um, ja que todos tem a forma ¢ com X —» 0. A excec¢ao € o
termo €,=0, ja que quando ¢,/ kT =0, ndo importa qual seja a temperatura,
incluso o T=0. Como s6 ha um unico termo diferente de zero quando a
temperatura € nula, e seu valor € g :

limg =g, (11)
Nio confunda o q de calor, com o q da fungao de partigao.

Ou seja, quando a temperatura se aproxima de zero, a funco de particao
¢ igual a degenerescéncia no seu estado fundamental.

Agora considere o caso onde a temperatura é tao alta que cada termo
nasomatériaée / kT = 0,ja que e — 1 quando x — 0, neste caso, cada
termo da somatéria agora tem sua contribuigdo. Segue que a soma ¢é igual
ao numero de estados moleculares, o qual ¢ em geral infinito:

limg — o (12)

Em sintese, a funcio de particao molar nos da uma indica¢ao da média
do nimero de estados que sdao termicamente acessiveis para a molécula em
uma determinada temperatura do sistema. A T=0, somente o estado fun-
damental estd acessivel e ¢ =g,. A altas temperaturas, virtualmente todos
os estados estao acessiveis, e g possui, correspondentemente, um valor alto.

AS PROPRIEDADES TERMODINAMICAS

Com a funcao de particao ja elaborada e discutida, podemos entio
determinar as propriedades termodinamicas a partir dela.
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ENERGIA INTERNA (U)

Vimos pela Eq. 5 que a energia tota de um conjunto é dado por:
Z ng, =U;

Substituindo a partir das Eq. 7:
U= Z ﬁg, .eikf 'Ei
;9

| 3
=N _.Zg!_.e kT ‘g,
9

Considere a derivada da Eq.13 em relacdo a temperatura:

(13)

% B aaT Z,g* ;
%:Zg".%ezr (14)
%zzg' . /:;“

%:k;ﬂ Dge

j

Se dividirmos ambos os lados por ¢, obtemos:

1
q j; q ATZ Deree (13

De acordo com as regras de calculo, o lado esquerdo da Eq. ¢é

15¢é 1.¢q ¢clng , e passando o termo £1* para o lado esquerdo da equaco, temos:

g oT  oT

Olng _ 1 —
kT* - —. e M.e (16
IR ; (10)
o lado direito da Eq. 13 ¢ igual ao lado direito da Eq.16 multiplicado por N:
Olng
U= NkT*| —= 17
2w

v

J

Onde se indica explicitamente a condi¢ao de volume constante.

A Eq. 17 é um resultado surpreendente se soubermos como o loga-
ritmo de ¢ varia com a temperatura, pode-se calcular a energia do sistema.
Essa equacdo mostra o papel fundamental do desempenho da funcao de
particdo na termodinamica estatistica.
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ENTALPIA (H)

Para determinar H teremos que usar algumas equagées termodinamicas
vistas ate entdo. Lembre-se que a primeira lei da termodinamica diz que
a variacao de energia interna de um sistema ¢é a contribui¢ao da soma dos
trabalho e calor que o sistema pode trocar com as vizinhancas. Entao:

dU = dg+dw
para uma varia¢ao adiabatica:
dU=dw=—p-dV
rearranjando:

Y
v

p:

Para microestados individuais nos quais o numero de particulas per-
manece o mesmo, podemos escrever a Eq.20 como:

lp,=-| &5 | 21

\ %, ),

podemos demonstrar que:

p=nkr| 2124 22
| OF

A partir da reacao entre energia interna e entalpia:

H=U+pV 23
H=U+NkT 24
Substituindo a Eq. 17 na Eq. 24

- Clng)
H = NKT?*| ==

+ NET 25

O qual rearranjando:

élng

cT

+1 26

H=NkT |T-

ENTROPIA

A abordagem termodinamica estatistica para a entropia ($) é um pouco
diferente, mas se torna extremamente trabalhoso e nio apresentaremos
neste texto, e sim somente a contribui¢ao de Ludiwig Boltzmann que define
a entropia em termos do nimero das possiveis combinac¢oes de particulas
que compde o sistema (€2) e que sao compativeis com o estado do sistema.
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a constante de proporcionalidade da Eq.26 ¢ a constante de Boltzmann (4):
S=k-InQ  (28)

Como a probabilidade de um dado estado de um sistema ¢ proporcional
ao numero de disposi¢coes que formam este estado, ¢ claro que da Eq.28,
a entropia depende do logaritmo da probabilidade do estado.

No entanto, historicamente toda a abordagem da entropia esta relacio-
nada a desordem. E no caso da termodinamica estatistica pode ser definida
como uma medida do nimero possivel de lugares que os objetos que
compdem o sistema podem ocupat.

Suponhamos um conjunto de quatro compartimentos divididos ao
meio como na figura abaixo:

OO0

Figural: Arranjo em uma caixa

Considere que duas bolas estao dentro dessa caixa e que elas se encontram
na metade direita dessa caixa:

OOPD

Figura 2: Arranjo possivel de duas bolas em uma caixa
com 4 compartimentos.

Podemos observar que s6 existe uma combina¢ao (disposicao) que
produz essa situagao, portanto Q=1, e
S=k-In1=0

A entropia desse estado ¢ zero.

Se dermos a liberdade das duas bolas poderem ocupar qualquer lugar
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da caixa, teremos 6 disposi¢oes diferentes (combina¢des) como mostra a
Figura 3, portanto £2=0, e

S=k-In6,

ou seja, § > 0.

OOT D00
ODDO|IPOOD

DORPO|IOBOD

Figura 3: Modos de distribuicdo de duas bolas em uma caixa.

E por fim considere um processo espontaneo entre dois estados A para
B. A variacdo de entropia durante esse processo pode ser escrito como:

AS=5,-S,; (29)
onde substituimos a Eq.28 para cada processo:

AS=k-InQ, —k-InQ, (30)

Rearranjando: O
AS = k-In—£ 3D
QA

A variacdo de entropia para um processo espontaneo é sempre maior
que 1, a fracdo Q,/Q, deve ser também maior que 1 para que o logaritmo
seja positvo. Assim, os numeros de disposi¢coes que o sistema pode ocupar
no estado B é maior que a do estado A, o que nos leva a concluir que numa
transformacao espontanea tendera sempre a um estado de desordem maior.
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RESUMO

Primeiramente abordamos um sistema composto por n moléculas como
uma distribuicao e diferentes estados de energia, atribuindo pesos a cada
composi¢ao. Vimos que o sistema sempre se encontrarda num estado de
energia onde ha a maior probabilidade de arranjos possiveis de seus com-
ponentes. A partir daf vimos como podemos separar (ou fazer a partigao)
de um sistema de unidades menores e definir uma quantidade chamada de
funcao de particao. E por fim que a funcao de particao esta relacionada as
funcoes de estado termodinamicas que definem o sistema.

CONCLUSAO

Ao consideramos um sistema como uma distribuicao de diferentes
modos de disposi¢ao que este pode assumir, vimos que podemos encontrar
as mesmas propriedades termodinamicas como Energia Interna, Entalpia,
Entropia, entre outras, a partir de uma abordagem microscopica, levando
as mesmas conclusoes que se encontram quando se faz a partir de uma
abordagem fenomenoldgica.
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