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Objetivo

e Apresentar as principais distribuicdes estatisticas discretas e continuas.

1. Distribuigdes discretas

1.1 Distribuigao binomial

A densidade binomial € uma das mais importantes em teoria da probabilidade.
Ela surge como uma idealizagdo matematica de diversas situagées comuns
na “vida real” e esta intimamente ligada a amostragem com reposicéo. A situa-
¢&o classica em que usamos uma densidade binomial é a seguinte.

Uma experiéncia tem apenas 2 resultados possiveis : “sucesso” e “fa-
lha”, em que a probabilidade de “sucesso” € p e a probabilidade de “falha”
éq=1-p.

A experiéncia é repetida um namero fixo (n) de vezes, sempre nas mes-
mas condi¢es, de tal forma que as probabilidades de “sucesso” (p) e “falha”
(4 =1-Pp) se mantém inalteradas a cada repeticdo. As diversas repeticdes
da experiéncia sao feitas de maneira independente, ou seja, o resultado de
uma repeticdo nao afeta o resultado das outras.

A variavel aleatéria X que mede o nimero de “sucessos” nas n repeti-
¢cbes da experiéncia & uma variavel discreta, com valores possiveis 0, 1, 2, ...,
n. Dizemos que esta varidvel tem densidade binomial com parédmetros n e p,
e escrevemos que X ~ Bin(n, p).

Nota : a escolha de um tipo de resultado como “sucesso” ou “falha” nao
implica em qualquer julgamento sobre o resultado ser “bom” ou “ruim”, & ape-
nas uma questdo de nomenclatura. Na verdade, a escolha do que é um “su-
cesso” ou “falha” depende da questao de interesse ao analisar o problema, de
forma que o que é “sucesso” numa situagdo pode ser a “falha” num problema
semelhante.

A equacéo da distribuicdo binomial é a seguinte.
P(X=x)=f(x)=(%)p*(1-p)y~
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1.2 Distribuicao hipergeomeétrica

Suponha que, na populagao, existem r objetos do tipo A (‘sucessos”) e N —r
objetos do tipo B (‘falhas”).

Seja X o nimero de objetos do tipo A na amostra. Entao as probabilida-
des dos diversos valores de X séo dadas pela seguinte formula.

P(X =x)=f(x) =%
N

Esta é a densidade hipergedmétrica, usada para calcular probabilida-
des no caso de amostragem sem reposi¢ao.

ondex=0,1,2, ..., min(n.r).

Pode-se provar que f(x) acima definida integra a 1 (ndo é muito facil) .

1.3 Densidade Poisson

Esta densidade é usada principalmente para modelar o nimero de ocor-
réncias de um evento “raro” (de probabilidade baixa) durante um intervalo
de tempo especificado. Por exemplo, o nimero de acidentes numa estrada
durante um fim de semana; o nimero de bactérias presentes numa solu-
¢ao ap6s um certo periodo s&o, entre outros, eventos modelados pela dis-
tribuicdo de Poisson. Além disso, a distribuicdo de Poisson surge como um
caso limite da distribuicéo Bin(n,p) quando n € grande, e p é pequeno (pro-
ximo de zero) e, neste contexto, & muito Util em aproximagdes numéricas.

A derivagao da densidade Poisson pode ser feita de duas formas: a
primeira estéa relacionada com o “processo de Poisson”, e a segunda surge
como uma aproximagao da densidade binomial.

1.4 Processo de Poisson

Considere uma sequéncia de eventos que ocorrem ao longo do tempo, como
0 nimero de carros vermelhos que param num sinal, o nimero de chamadas
telefonicas que chegam a uma estagc&o durante um certo intervalo de tempo.

Seja Xt o nimero de ocorréncia no intervalo de tempo [0, t]. Claramente,
Xt é uma variavel aleatéria discreta com valores possiveis 0, 1, 2, ..... Para
derivar a densidade de Xt, partimos das seguintes premissas.



Seja At um intervalo de tempo pequeno. Entao.

¢ Aprobabilidade de exatamente uma ocorréncia em um intervalo de tempo
Dt é aproximadamente k A t.

¢ Aprobabilidade de exatamente zero ocorréncias em um intervalo de tem-
po Dt é aproximadamente (1 — k)At .

e Aprobabilidade de duas ou mais ocorréncias em um intervalo de tempo At
é igual a um certo o(At), onde o(At)/At tende a zero a medida que At tende
a zero. Em outras palavras, a probabilidade de duas ou mais ocorréncias
em um intervalo de tempo At € um valor muito pequeno, e esse valor de-
cresce a zero mais rapidamente que o comprimento do intervalo At.

Essas trés premissas definem o tipo de processo que pode ser chama-
do de um processo de Poisson.

O parametro k acima € um ndmero real > 0, chamado de taxa média
de ocorréncia.

Para cada instante t > 0, seja

PX=x)=p,®. ondex=0,12,...

Fixando um instante qualquer t e aplicando a segunda premissa, nos da
p.(t+At) =[1-kAt]po(t)

Subtraindo p0(t) de ambos os lados e dividindo o resultado por At,

leva a

o8

Tomandose o limite desta Ultima expressao quando Dt tende a zero,
encontramos, do lado esquerdo, a derivada de pO(t). Isso nos da a equacao
diferencial

po(t) =- kpo(t)
Para x > 0, pode-se provar que as premissas resultam no seguinte sis-
tema de equacdes diferenciais

p (t) =-kp (t) + kp_,(t), onde x =1,2,3,...

A solugéo do sistema dado por (4) e (5) é

p.(t)= (kt)):!e- ,onde x=1,2.3,...

Para qualquer intervalo [0, t], se fixarmos t e fizermos | = kt, a equagéo
acima reduzse a

X o-At
P(X=x)=f(x)= A€ ondex=123..
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A densidade anterior é a densidade Poisson com paréametro | >
0 e escrevemos

X" Poisson(A).

1.5 Como usar a densidade Poisson na pratica

Selecione um intervalo de tempo fixo. Conte o nimero de ocorréncia de um
certo evento de interesse neste intervalo. Esse nimero de ocorréncias € uma
variavel discreta com valores possiveis 0, 1, 2, .... . Se o evento é tal que a
probabilidade do nimero de ocorréncias no intervalo ser 0 ou 1 é “grande”, en-
tdo o evento pode ser na pratica modelado pela distribuicio de Poisson. Uma
densidade Poisson modela bem eventos “raros”, isto €, que ndo acontecem
com grande frequéncia para qualquer intervalo de tempo fixo.

Por exemplo, o nimero de automéveis Corsa que entram num estacio-
namento no Rio de Janeiro num intervalo de 1 hora certamente ndo é uma
variavel Poisson, mas o nimero de Ferraris que entram no estacionamento no
mesmo periodo de tempo deve ser Poisson.

2. Distribui¢coes continuas

2.1 Densidade Uniforme

A densidade uniforme serve para modelar o seguinte fendmeno: “escolhe-se
um ndmero aleatoriamente num intervalo dado”, por exemplo, o intervalo (0,1).
Afungéo “random”, presente na maioria das linguagens de computador, nada
mais € do que um mecanismo para gerar nimeros com distribuicdo uniforme
no intervalo (0,1).

Uma variavel aleatéria X tem densidade uniforme no intervalo (a.b), e
escrevemos X ~ Unif(a,b) se a sua densidade é

00 = oo x & (ab)

0,x € (a,b)

Uma variavel aleatéria X com densidade uniforme no intervalo (a,b) tem
a seguinte propriedade: qualquer subintervalo de comprimento d localizado
dentro do intervalo (a,b) tem a mesma probabilidade.
A funcéo de distribuicdo de uma variavel aleatéria Unif(a,b) é:
0,x<a

F(x)= %,x & [a,b]

1.x>b



2.2 Densidade Exponencial

Uma variavel aleatéria com densidade exponencial é usada para modelar
tempos de duracéo de equipamentos. Na verdade, existem densidades mais
apropriadas para modelar esse fenémeno, pois, como veremos mais tarde,
a densidade exponencial n&o leva em conta o desgaste do equipamento ao
longo do tempo. A densidade exponencial é definida para variaveis continuas
e maiores que zero e depende de um parémetro positivo, I.

Notacao: X * Expo(A)

A densidade exponencial é dada pela formula:

f(x)=de™ x>0
E f(x) = 0 se x < 0. Note que A € > 0 sempre.
A funcao de distribuicdo é dada por
0,x<0

Fx)= fﬂe"“du =-e"|"=1-e* x>0
0

0

Note que o limite da funcao de distribuicdo quando x tende a +o0 é um.

O préximo grafico apresenta as densidades exponenciais com pa-
rametros A =2,4¢ 8. Note que a densidade decai mais rapido quando A
€ grande.

10,00
8,00
6,00 = Expo(2)
—0— Expo(4)
4,00 —B— Expo(8)
2,00
0,00

0O 04 08 12 16 2 24 28 32 36 4

Figura 5 - Densidades exponenciais

O préximo gréfico exibe a fungéo de distribuicdo de uma variavel alea-
téria com parémetros A =le L = 2.
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1.2 —
1 4+

0,8 + = F1(x)

06 4+ F2(x)

00,20,40,60,8 1 1,21,41,61,8 2 2,22,42,62,8 3 3,234

Figura 6 - Fungdes de distribuicdo densidades Expo(1) e Expo(2)

2.3 Funcao Gama

Seja a um ndmero real maior que zero, ndo necessariamente inteiro. A fungcéo
Gama com argumento a é definida por

©

F(a)=ft“'1e“dt
a) Propriedades da Fungao Gama

DI(n)=(n-1)I'(n-1) paran>1
A demonstracao deste fato usa integragéo por partes.
2)T'(n)=(n-1)!senéinteiro>1

3)I(1)=0'=1
Hr(])=Vr
b) Densidade Gama

Seja X uma variavel aleatéria continua definida no intervalo(0, ).
Dizemos que X tem densidade Gama com parametros a e f3, e escrevemos X
~ Gama(a., B) se a densidade de X é

dea-l
f(x)=1 I'(a)
Osex <0

Os parametros a e 3 sdo nimeros reais positivos a é conhecido como

parémetro de forma, e 3 € o parametro de escala.

e®™ ondex>0



0,00 1,00 200 3,00 400 500 6,00 700 800 900

Figura 7 - Densidades Gama: gama(1,1), Gama(1,2), Gama(1,3) e Gama(1,5)

2.4 Densidade quiquadrado com k graus de liberdade)
Seja X uma variavel aleatéria continua e positiva com densidade dada por

f(x) = ﬁx%e% ondex>0

2:T )
Tem densidade quiquadrado com (n - 1) graus de liberdade, e escrevemos:
X ~ xi

A densidade quiquadrado com k graus de liberdade é apenas um caso
particular da densidade gama. Na verdade,

2_ _k oo l)
xr Gama(a/ ) B 1
0,5
0,45 -
04 + —@— quiquad2
035 ——quiquad3
T —8— quiquad4
03 + —O0— quiquad8
0,25 -

0,2 4
0,15 4
0,1 4
0,05 -

0 d
0,000,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50 5,00 5,50 6,00 6,50 7,00 7,50

Figura 8 - Distribuicdes qui-quadrado com 2, 3, 4 e 8 graus de liberdade.
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2.5 Distribuigao Normal (Gaussiana)

A distribuicdo normal é, talvez, a mais importante das distribuicbes de probabili-
dade. Erros de mensuragao de fendmenos fisicos ou econdémicos sao frequente-
mente modelados pela distribuicdo normal, mas esta n&o € a Unica aplicacéo des-
ta densidade. Por exemplo, a distribuicéo dos pesos, alturas e Ql's das pessoas
numa populagéo também ja foram modelados com sucesso por esta distribuicéo.
Adistribuicdo normal tem a forma de um sino e possui dois pardmetros, | e 2.

A distribuicdo normal é também chamada de gaussiana em homena-
gem ao matematico Carl Friederich Gauss (1777-1855), que a utilizou pela pri-
meira vez na modelagem de erros de medida. A distribuicdo normal também
funciona como uma boa aproximagao para outras densidades. Por exemplo,
sob algumas condigées pode-se provar que a densidade binomial pode ser
aproximada pela normal.

a) Densidade Normal com média u e variancia ¢

Seja X uma variavel aleatéria continua definida nos nimeros reais. Dizemos
que X tem densidade normal com média 1 e variancia ¢° se a densidade de X é

-(x-p)

1 .-
V2ro?

Notagao: X ~ N(, 62)

f(x) =

Note que o segundo pardmetro () nesta notagdo é a variancia de X. A sequir,
exibimos gréfico das distribuicdes normais com média zero e varidncias 1, 2 e 4.

—m=— N(0,1)
—0— N(0,2)
—@— N(0,4)

-26 -22 -18 -14 -1 -06 -02 02 06 1 1.4 18 22 26 3

Figura 9 - Distribuicdes normais com média zero e varidncias 1, 2 e 4

Note que o maximo das densidades é encontrado quando x = 0, isto €,
quando x € igual & média da distribuicdo. Isto vale para qualquer distribuicéo nor-
mal; o méximo de f(x) é obtido fazendo-se x = 1, onde m € a média da normal.
Também, quanto maior o valor da variancia 6%, mais “espalhada” é a distribui¢éo.



b) Propriedades da Distribuigao Normal
1. f(x) dada pela expresséo acima, integra a 1.
f(x) *> 0 sempre.
Os limites de f(x) quando x tende a +o0 € -0, S30 iguais a zero.

> W N

A densidade N(u, %) é simétrica em torno de |, ou seja,

fQu + ) = f( - ).
O valor méaximo de f(x) ocorre em x = L.

o w

Os pontos de inflexdo de f(x) sdox=p+ocex=pu-c.

3. Momentos de uma distribui¢ao de probabilidade

A seguir, definimos alguns dos momentos de distribuicdes de probabilidade
continuas e discretas. Momentos s&o quantidades que nos dao uma idéia da
tendéncia central, dispersdo e assimetria de uma densidade de probabilidades.

3.1 Definigao (média e variancia)

A média (ou valor esperado, primeiro momento de uma variavel aleatéria) é
definida como
> xf(x),casodiscreto
p=EX)=] ,
f xf(x)dx, caso continuo

-o0

onde o somatdrio refere-se a todos os valores de X quando X € uma
variavel discreta. Quando X é uma variavel continua a média é calculada
pela integral anterior, onde f(x) representa a densidade de probabilidade da
variavel X.

A média de uma variavel aleatéria representa uma medida de tendéncia
central da distribuicado de probabilidade dessa variavel aleatéria.

A variancia de uma variavel aleatéria € uma medida da disperséo da
distribuicao de probabilidade, definida como
> (x- ), casodiscreto

0’=V(X)=q = '
f (x - #)f(x)dx, caso continuo

onde novamente f(x) representa a densidade de probabilidade (discreta
ou continua) da variavel aleatéria X e 1 é a média da variavel aleatéria. A vari-
ancia é o segundo momento em torno da média, e corresponde ao momento
de inércia em Mecanica.
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Da propria definicdo segue que a varidncia € uma quantidade sempre
maior ou igual a zero.

3.2 Desvio padrao

O desvio padrao de uma variavel aleatéria é a raiz quadrada positiva da sua
variancia, e denotado por G.

O desvio padrao é expresso nas mesmas unidades que a variavel ale-
atéria, e a variancia é dada nas unidades da variavel aleatéria ao quadrado.
Logo, se a variavel aleatdria € medida em metros, o desvio padrdo também
estd em metros, e a varidncia, em metros quadrados. Um valor pequeno do
desvio padrao indica que existe pouca dispersdo em torno da média. Se o
desvio padrao é grande, os valores da variavel aleatoria estao muito dispersos
em torno da média.

A média e a variancia sdo casos particulares do que chamamos de
"momentos” de uma distribuicdo de probabilidade. Os momentos de uma dis-
tribuicdo servem para caracterizar esta distribuicdo ndo apenas no que se
refere a sua centralidade e sua dispersao, mas também com relagéo a outras
caracteristicas, como a simetria ou assimetria da densidade de probabilidade.

3.3 Késimo momento

O késimo momento da variavel aleatéria X é definido como
> x“f(x),caso discreto
X

E(xk) - +o00
f x*(x)dx, caso continuo

Onde k=1,2,3, ..
Obviamente, a definicdo n&o se aplica se algum dos E(X¥) € infinito.
Definigao: késimo momento central ou késimo momento em torno da média)
O késimo momento central da variavel aleatéria X € definido como
> (x- p)f(x), caso discreto
E(X)=1 = ,
f (x - 1) f(x)dx, caso continuo

ondek=1, 2,3, ..



Logo, a média e a varidncia s&o apenas casos particulares de momen-
tos. A média € o primeiro momento (isto é, p = E(X)) e a variancia é o segundo
momento central, ou seja, E(X — Wy

A notagao E(...) indica um valor esperado e pode ser estendida para
fungbes mais gerais que X< ou (X — p)<.

3.4 Valor esperado de uma fungao de uma variavel aleatéria

Seja X uma variavel aleatéria com densidade f(x), e seja u(X) uma fungéo qualquer
tal que

> u(X)f(x),casodiscreto

X

E[u(X)]=1 = )
u(x)dx, caso continuo

Formula alternativa para o calculo da variancia
V(X) = E[X-E(X)]
= E{X?-2XE(X)+[E(X)}'}
= E(X?)- E[2XE(X)]+ E{[E(X)['}
= E(X*)- 2E(X)E(X) +[E(X)]
= E(X*)-[E(X)]

Essa formula é valida para qualquer variavel aleatéria X (continua ou
discreta), desde que a média de X seja finita.
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