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Objetivo

 • Apresentar as principais distribuições estatísticas discretas e contínuas.

1. Distribuições discretas

1.1 Distribuição binomial

A densidade binomial é uma das mais importantes em teoria da probabilidade. 
Ela surge como uma idealização matemática de diversas situações comuns 
na “vida real” e está intimamente ligada à amostragem com reposição. A situa-
ção clássica em que usamos uma densidade binomial é a seguinte.

Uma experiência tem apenas 2 resultados possíveis : “sucesso” e “fa-
lha”, em que a probabilidade de “sucesso” é p e a probabilidade de “falha”  
é pq −=1 . 

A experiência é repetida um número fixo (n) de vezes, sempre nas mes-
mas condições, de tal forma que as probabilidades de “sucesso” (p) e “falha”  
( pq −=1 ) se mantêm inalteradas a cada repetição. As diversas repetições 
da experiência são feitas de maneira independente, ou seja, o resultado de 
uma repetição não afeta o resultado das outras. 

A variável aleatória X que mede o número de “sucessos” nas n repeti-
ções da experiência é uma variável discreta, com valores possíveis 0, 1, 2, .... ,  
n. Dizemos que esta variável tem densidade binomial com parâmetros n e p, 
e escrevemos que X ~ Bin(n, p). 

Nota : a escolha de um tipo de resultado como “sucesso” ou “falha” não 
implica em qualquer julgamento sobre o resultado ser “bom” ou “ruim”, é ape-
nas uma questão de nomenclatura. Na verdade, a escolha do que é um “su-
cesso” ou “falha” depende da questão de interesse ao analisar o problema, de 
forma que o que é “sucesso” numa situação pode ser a “falha” num problema 
semelhante.

A equação da distribuição binomial é a seguinte.

P X x f x x
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1.2 Distribuição hipergeométrica

Suponha que, na população, existem r objetos do tipo A (“sucessos”) e rN −  
objetos do tipo B (“falhas”). 

Seja X o número de objetos do tipo A na amostra. Então as probabilida-
des dos diversos valores de X são dadas pela seguinte fórmula.
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onde x = 0, 1, 2, ....., mín(n,r). 

Esta é a densidade hipergeómétrica, usada para calcular probabilida-
des no caso de amostragem sem reposição. 

Pode -se provar que f(x) acima definida integra a 1 (não é muito fácil) .

 

1.3 Densidade Poisson

Esta densidade é usada principalmente para modelar o número de ocor-
rências de um evento “raro” (de probabilidade baixa) durante um intervalo 
de tempo especificado. Por exemplo, o número de acidentes numa estrada 
durante um fim de semana; o número de bactérias presentes numa solu-
ção após um certo período são, entre outros, eventos modelados pela dis-
tribuição de Poisson. Além disso, a distribuição de Poisson surge como um 
caso limite da distribuição Bin(n,p) quando n é grande, e p é pequeno (pró-
ximo de zero) e, neste contexto, é muito útil em aproximações numéricas.

A derivação da densidade Poisson pode ser feita de duas formas: a 
primeira está relacionada com o “processo de Poisson”, e a segunda surge 
como uma aproximação da densidade binomial.

1.4 Processo de Poisson

Considere uma sequência de eventos que ocorrem ao longo do tempo, como 
o número de carros vermelhos que param num sinal, o número de chamadas 
telefônicas que chegam a uma estação durante um certo intervalo de tempo.

Seja Xt o número de ocorrência no intervalo de tempo [0, t]. Claramente, 
Xt é uma variável aleatória discreta com valores possíveis 0, 1, 2, ..... Para 
derivar a densidade de Xt, partimos das seguintes premissas.
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Seja Dt um intervalo de tempo pequeno. Então.

 • A probabilidade de exatamente uma ocorrência em um intervalo de tempo 
Dt é aproximadamente k D t.

 • A probabilidade de exatamente zero ocorrências em um intervalo de tem-
po Dt é aproximadamente (1 – k)Dt .

 • A probabilidade de duas ou mais ocorrências em um intervalo de tempo Dt 
é igual a um certo o(Dt), onde o(Dt)/Dt tende a zero à medida que Dt tende 
a zero. Em outras palavras, a probabilidade de duas ou mais ocorrências 
em um intervalo de tempo Dt é um valor muito pequeno, e esse valor de-
cresce a zero mais rapidamente que o comprimento do intervalo Dt.

Essas três premissas definem o tipo de processo que pode ser chama-
do de um processo de Poisson.

O parâmetro k acima é um número real > 0, chamado de taxa média 
de ocorrência.

Para cada instante t > 0, seja

P(Xt = x) = px(t), onde x = 0,1,2,...

Fixando um instante qualquer t e aplicando a segunda premissa, nos dá

t tp 1 k t p t1 0+ -,D D^ ^h h6 @
Subtraindo p0(t) de ambos os lados e dividindo o resultado por Dt, 
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Tomando se o limite desta última expressão quando Dt tende a zero, 
encontramos, do lado esquerdo, a derivada de p0(t). Isso nos dá a equação 
diferencial

    p0(t) = - kp0(t)    

Para x > 0, pode -se provar que as premissas resultam no seguinte sis-
tema de equações diferenciais

px(t) = -kpx(t) + kpx-1(t), onde x = 1,2,3,...     

A solução do sistema dado por (4) e (5) é

p t x!
kt e

x

x kt

=
-

^ ^h h
, onde x = 1,2,3,...

Para qualquer intervalo [0, t], se fixarmos t e fizermos l = kt, a equação 
acima reduz se a

P X x f x x!
ex t

= = = m
-m

^ ^h h , onde x = 1,2,3,...
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A densidade anterior é a densidade Poisson com parâmetro l > 
0 e escrevemos

X ˜ Poisson(λ). 

1.5 Como usar a densidade Poisson na prática 

Selecione um intervalo de tempo fixo. Conte o número de ocorrência de um 
certo evento de interesse neste intervalo. Esse número de ocorrências é uma 
variável discreta com valores possíveis 0, 1, 2, .... . Se o evento é tal que a 
probabilidade do número de ocorrências no intervalo ser 0 ou 1 é “grande”, en-
tão o evento pode ser na prática modelado pela distribuição de Poisson. Uma 
densidade Poisson modela bem eventos “raros”, isto é, que não acontecem 
com grande frequência para qualquer intervalo de tempo fixo. 

Por exemplo, o número de automóveis Corsa que entram num estacio-
namento no Rio de Janeiro num intervalo de 1 hora certamente não é uma 
variável Poisson, mas o número de Ferraris que entram no estacionamento no 
mesmo período de tempo deve ser Poisson.

2. Distribuições contínuas 

2.1 Densidade Uniforme 

A densidade uniforme serve para modelar o seguinte fenômeno: “escolhe -se 
um número aleatoriamente num intervalo dado”, por exemplo, o intervalo (0,1). 
A função “random”, presente na maioria das linguagens de computador, nada 
mais é do que um mecanismo para gerar números com distribuição uniforme 
no intervalo (0,1). 

Uma variável aleatória X tem densidade uniforme no intervalo (a,b), e 
escrevemos X ˜ Unif(a,b) se a sua densidade é

f x b a
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b
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^
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Uma variável aleatória X com densidade uniforme no intervalo (a,b) tem 
a seguinte propriedade: qualquer subintervalo de comprimento d localizado 
dentro do intervalo (a,b) tem a mesma probabilidade. 

A função de distribuição de uma variável aleatória Unif(a,b) é: 

F x b a

1,x b

0,x a

x a ,x a,b= -
-

2

1

b^ h 6 @

Z

[

\

]]]]]]
]]]]]]



Estatística  e Probabilidade  117

2.2 Densidade Exponencial 

Uma variável aleatória com densidade exponencial é usada para modelar 
tempos de duração de equipamentos. Na verdade, existem densidades mais 
apropriadas para modelar esse fenômeno, pois, como veremos mais tarde, 
a densidade exponencial não leva em conta o desgaste do equipamento ao 
longo do tempo. A densidade exponencial é definida para variáveis contínuas 
e maiores que zero e depende de um parâmetro positivo, l. 

Notação: X ˜ Expo(λ) 

A densidade exponencial é dada pela fórmula:

f x e ,x 0x= $m -m^ h
E f(x) = 0 se x < 0. Note que λ é > 0 sempre. 

A função de distribuição é dada por
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Note que o limite da função de distribuição quando x tende a +∞ é um. 

O próximo gráfico apresenta as densidades exponenciais com pa-
râmetros 8 e 4 ,2=λ . Note que a densidade decai mais rápido quando λ 
é grande.

Figura 5 - Densidades exponenciais

O próximo gráfico exibe a função de distribuição de uma variável alea-
tória com parâmetros l = 1 e l = 2. 
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Figura 6 - Funções de distribuição   densidades Expo(1) e Expo(2) 

2.3 Função Gama 

Seja a um número real maior que zero, não necessariamente inteiro. A função 
Gama com argumento a é definida por

a t e dt1 t

0

=C - -

3

a^ h #
a) Propriedades da Função Gama 

1) n n 1 n 1= - -C C^ ^ ^h h h  para n > 1 

A demonstração deste fato usa integração por partes. 

2) n n 1 != -C^ ^h h  se n é inteiro > 1 

3) 1 0! 1= =C^ h

4) 1
1

rC =a k

b) Densidade Gama 

Seja X uma variável aleatória contínua definida no intervalo(0, ∞). 
Dizemos que X tem densidade Gama com parâmetros a e b, e escrevemos X 
~ Gama(a, b) se a densidade de X é
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Os parâmetros a e b são números reais positivos a é conhecido como 

parâmetro de forma, e b é o parâmetro de escala. 
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Figura 7 - Densidades Gama: gama(1,1), Gama(1,2), Gama(1,3) e Gama(1,5)

2.4 Densidade qui quadrado com k graus de liberdade)

Seja X uma variável aleatória contínua e positiva com densidade dada por

f x
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 onde x > 0

Tem densidade qui quadrado com (n - 1) graus de liberdade, e escrevemos:

X k
2+ |
 

A densidade qui quadrado com k graus de liberdade é apenas um caso 
particular da densidade gama. Na verdade,

Gama 2
k , 1

1
k
2 = = =| a bb l

Figura 8 - Distribuições qui-quadrado com 2, 3, 4 e 8 graus de liberdade.
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2.5 Distribuição Normal (Gaussiana)

A distribuição normal é, talvez, a mais importante das distribuições de probabili-
dade. Erros de mensuração de fenômenos físicos ou econômicos são frequente-
mente modelados pela distribuição normal, mas esta não é a única aplicação des-
ta densidade. Por exemplo, a distribuição dos pesos, alturas e QI’s das pessoas 
numa população também já foram modelados com sucesso por esta distribuição. 
A distribuição normal tem a forma de um sino e possui dois parâmetros, m e s2.

A distribuição normal é também chamada de gaussiana em homena-
gem ao matemático Carl Friederich Gauss (1777-1855), que a utilizou pela pri-
meira vez na modelagem de erros de medida. A distribuição normal também 
funciona como uma boa aproximação para outras densidades. Por exemplo, 
sob algumas condições pode-se provar que a densidade binomial pode ser 
aproximada pela normal.

a) Densidade Normal com média m e variância s2 

Seja X uma variável aleatória contínua definida nos números reais. Dizemos 
que X tem densidade normal com média m e variância s2 se a densidade de X é

f x
2
1 e

x

2
2

2

=
rv

- -
v

n^ ^h h

Notação: X ~ N( m, s2 )

Note que o segundo parâmetro (s2) nesta notação é a variância de X. A seguir, 
exibimos gráfico das distribuições normais com média zero e variâncias 1, 2 e 4. 
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Figura 9 - Distribuições normais com média zero e variâncias 1, 2 e 4

Note que o máximo das densidades é encontrado quando x = 0, isto é, 
quando x é igual à média da distribuição. Isto vale para qualquer distribuição nor-
mal; o máximo de f(x) é obtido fazendo-se x = m, onde m é a média da normal. 
Também, quanto maior o valor da variância s2, mais “espalhada” é a distribuição.
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b) Propriedades da Distribuição Normal

1. f(x) dada pela expressão acima, integra a 1.

2. f(x) ³ ≥ 0 sempre.

3. Os limites de f(x) quando x tende a +∞ e -∞, são iguais a zero.

4. A densidade N(m, s2) é simétrica em torno de m, ou seja,

      f(m + x) = f(m - x).

5. O valor máximo de f(x) ocorre em x = m.
6. Os pontos de inflexão de f(x) são x = m + s e x = m - s.

3. Momentos de uma distribuição de probabilidade

A seguir, definimos alguns dos momentos de distribuições de probabilidade 
contínuas e discretas. Momentos são quantidades que nos dão uma idéia da 
tendência central, dispersão e assimetria de uma densidade de probabilidades. 

3.1 Definição (média e variância)

A média (ou valor esperado, primeiro momento de uma variável aleatória) é 
definida como

E X
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onde o somatório refere -se a todos os valores de X quando X é uma 
variável discreta. Quando X é uma variável contínua a média é calculada 
pela integral anterior, onde f(x) representa a densidade de probabilidade da 
variável X.

A média de uma variável aleatória representa uma medida de tendência 
central da distribuição de probabilidade dessa variável aleatória.

A variância de uma variável aleatória é uma medida da dispersão da 
distribuição de probabilidade, definida como
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onde novamente f(x) representa a densidade de probabilidade (discreta 
ou contínua) da variável aleatória X e µ é a média da variável aleatória. A vari-
ância é o segundo momento em torno da média, e corresponde ao momento 
de inércia em Mecânica. 
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Da própria definição segue que a variância é uma quantidade sempre 
maior ou igual a zero. 

3.2 Desvio padrão 

O desvio padrão de uma variável aleatória é a raiz quadrada positiva da sua 
variância, e denotado por s. 

O desvio padrão é expresso nas mesmas unidades que a variável ale-
atória, e a variância é dada nas unidades da variável aleatória ao quadrado. 
Logo, se a variável aleatória é medida em metros, o desvio padrão também 
está em metros, e a variância, em metros quadrados. Um valor pequeno do 
desvio padrão indica que existe pouca dispersão em torno da média. Se o 
desvio padrão é grande, os valores da variável aleatória estão muito dispersos 
em torno da média. 

A média e a variância são casos particulares do que chamamos de 
"momentos" de uma distribuição de probabilidade. Os momentos de uma dis-
tribuição servem para caracterizar esta distribuição não apenas no que se 
refere à sua centralidade e sua dispersão, mas também com relação a outras 
características, como a simetria ou assimetria da densidade de probabilidade. 

3.3 K ésimo momento

O k ésimo momento da variável aleatória X é definido como

E X
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Onde k = 1, 2 , 3, ...

Obviamente, a definição não se aplica se algum dos E(Xk) é infinito. 

Definição: k ésimo momento central ou k ésimo momento em torno da média)

O k ésimo momento central da variável aleatória X é definido como
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onde k =1, 2 , 3, ...
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Logo, a média e a variância são apenas casos particulares de momen-
tos. A média é o primeiro momento (isto é, µ = E(X)) e a variância é o segundo 
momento central, ou seja, E(X – µ)2. 

A notação E(...) indica um valor esperado e pode ser estendida para 
funções mais gerais que Xk ou (X – µ)k . 

3.4 Valor esperado de uma função de uma variável aleatória

Seja X uma variável aleatória com densidade f(x), e seja u(X) uma função qualquer 
tal que

E u X
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Formula alternativa para o cálculo da variância

V X E X E X 2= -^ ^h h6 @
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Essa fórmula é válida para qualquer variável aleatória X (contínua ou 
discreta), desde que a média de X seja finita.
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