A Reta

META
Expor o conceito das equactes
de retas no plano e espaco e suas

propriedades geométricas.

OBJETIVOS
Identificar a equacao da reta nas
formas vetorial, paramétrica, simé-
trica e reduzida.
Reconhecer as propriedades geo-
métricas do paralelismo, retas aos

planos e eixos geométricos.

PRE-REQUISITOS

Para que vocé possa ter um bom de-
sempenho nesta aula, é necessério
que saiba reconhecer e efetuar pro-
dutos escalares e vetoriais entre ve-

tores, além de interpretar geometri-

camente esses produtos.
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5.1 Introducao

Ola!' Aos poucos estamos avancando nesta nossa caminhada pela
Geometria Analitica. Na aula passada, aprendemos o que é um
produto vetorial entre vetores e suas propriedades. Além disso,
verificamos que é possivel utilizar esse produto para representar a
area de figuras geométricas como o paralelogramo. Também apre-
sentamos a vocé a definicdo de produto misto, sua representacao

geométrica e seu valor absoluto.

Nesta aula, vamos aprofundar nossos estudos sobre as retas.
Acredito que vocé ja deve ter algum conhecimento a respeito delas,
pois ja estudou um pouco de Geometria Analitica na 3% série do
Ensino Médio. Assim, vamos definir algumas formas de representa-

las no plano e também no espago.

Em um dos postulados de sua obra "Os Elementos", Euclides
nos mostra que dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta
que os contém. Munidos deste pensamento, podemos nao apenas
confirmar mas também definir equacdes vetoriais de retas no plano
e no espaco, além da equacao paramétrica e reduzida da reta. Es-
tudaremos as propriedades do paralelismo entre retas, entre retas
e eixos coordenados e entre retas e planos coordenados, além de

angulos constituidos entre retas.

5.2 Equacao vetorial da reta

Consideremos um ponto A = (z1, 1, 21) € um vetor nao nulo ¥ =
(a,b,c). Seja r a reta que passa pelo ponto A e tem a direcao de

¢. Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r se, e somente se, o
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vetor AP é paralelo a v, isto é,

—

AP =tv

para algum t € R.

A partir da equagao (5.1), verificamos que

P—-A=tvy
ou ainda
P =A+1v, (5.2)
que em coordenadas fica
(z,y,2) = (x1,51,21) + t(a, b, ) (5:3)

Qualquer uma das equagdes (5.1),(5.2) ou (5.3) é denominada
equacao vetorial de r, o vetor ¢ é chamado vetor diretor da

reta r e t é denominado o parametro.
Exemplo 5.2.1. A reta r que passa por A = (1,—1,4) e tem a
direcdo de 7 = (2, 3,2) tem equacgao vetorial de acordo com (5.3):

re(z,y,2) = (1,-1,4) +1(2,3,2)

em que (x,y, z) representa um ponto de r arbitrario. Para obter-
mos a reta, basta-nos fazer o parametro ¢ variar sobre os nimeros

reais.

t=1 = P =(1,-1,4)+1-(2,3,2)=(2,3,6)
t=0 = Py=(1,-1,4)

t=—-1 = P_j=(-1,-4,2)

t=3 = P3=(7,8,10)
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Figura 5.43: P = A+ tv.

Observagio 7. A equacao que representa a reta r no exemplo an-
terior ndo é unica. Existem, na verdade, infinitas equagoes, pois
basta tomar outro ponto de r em vez do ponto A, ou outro vetor

qualquer nao nulo que seja multiplo de ¥, por exemplo,
(z,y,2) = (1,-1,4) + t(4,6,4)
é outra equacio vetorial de r em que se utilizou o vetor 20 =
(4,6,4) como vetor diretor em vez de ¥ = (2, 3, 2).
5.3 Equacoes paramétricas da reta
Da equacao vetorial da reta
(z,y,2) = (w1,91,21) + t(a,b, )

ou ainda

(l‘,y,Z) = (:El + taaxZ + tb7 3 + tC)>
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pela condicao de igualdade, obtém-se

r= x1 +at
y= y +bt (5.1)
z= z1+ct

As equagoes (5.1) sdo chamadas equagoes paramétricas da reta.

Exemplo 5.3.1. A reta r que passa pelo ponto A = (3,—4,2) e é

paralela ao vetor ¥ = (2,1, —3), de acordo com (5.1), tem equacoes

paramétricas
r= 3+2t
T y= —44t
z= 2-3t

5.4 Reta definida por dois pontos

A reta definida pelos pontos A e B é a reta que passa por A (ou

. - o —_—
por B) e tem a diregao do vetor v = AB.

Exemplo 5.4.1. Escrever equacoes paramétricas da reta r que

passa por A= (3,—-1,—-2) e B = (1,2,4).
—

Tomando o ponto A e o vetor ¥ = AB = B — A = (-2,3,6),

obtemos
T = 3— 2t
T y= —14+3t
z= —2406t

Podemos, ainda, usando a equacao paramétrica da reta, definir

uma parametrizagao para um segmento de reta.

Exemplo 5.4.2 (EQUACOES PARAMETRICAS DE UM SEGMENTO

DE RETA). Consideremos a reta r do exemplo (5.4.1) e nela o
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segmento AB (origem A e extremidade B). As equacoes vetoriais
dos segmentos AB e BA com 0 <t <1 sao
P=A+t(B—-A) e (5.1)
P=B+t(A—- B), (5.2)
respectivamente, em que P = (x,y,z) é um ponto arbitrario na
reta r.
Note que

t=0 =P=A+0-(B—A)
t=1 =P=A+1-(B—A)

A
B

para o segmento AB, enquanto para o segmento BA temos

t=0 =>P=B+0-(A-B)
t=1 =P=B+1-(A—B)

B
A

Podemos ainda reescrever a equagao (5.1) de modo equivalente
por

P=tB+(1-1t)A. (5.3)

O mesmo ocorre para (5.2), tal que P =tA+ (1 —t)B.

5.5 Equacoes simétricas da reta
Das equacoes paramétricas
r=x +at y=1y +0bt z=2z +ct

supondo que abc # 0, temos

Tr— 1T _y—un _R— 2

t =
a b c
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Como cada ponto da reta é correspondente a um tnico valor de ¢,

temos que
r—x1 Y-y 22—z
a b c

(5.1)

As equagoes (5.1) sdo denominadas equagoes simétricas da reta
que passa pelo ponto A = (z1,y1,21) e tem a direcao do vetor

v = (a,b,c).

Exemplo 5.5.1. A reta que passa pelo ponto A = (3,0, —5) e tem

dire¢ao do vetor ¥ = (2,2, —1) tem equagoes simétricas

r—3 'y z+45
2 2 -1
Para obtermos os outros pontos da reta, basta atribuirmos um

valor a uma das varidveis. Por exemplo, para z = 5, temos

5-3 +5 2 =1
2 2 -1 25
-1

e assim, y = 2 e z = —6. Portanto, o ponto (5,2, —6) pertence a
reta r.
5.6 Equacoes reduzidas da reta
Da equagao (5.1), temos que

T—x1  Yy—uy1 rT—x1  Z—2

a b a c

e assim podemos fazer
b c
y:y1+g(a:—:1:1) e z:zl—ka(x—xl).

Ou seja, podemos expressar y e z em func¢ao da varidvel x, e assim

constatamos que y e z podem ser da seguinte forma:

y=mr+n e 2Z=pr-—+gq.
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Deste modo, um ponto da reta pode ser encontrado usando P =

(x,mx +n,px + q), em que

€ N=Yy1— -1
a

Q| o

C C
bp=— ¢ g=z21—~-T1
a a

Observagao 8. O mesmo pode ser feito para qualquer das outras

duas variaveis(y e z), desde que abc # 0.

Exemplo 5.6.1. Seja a reta r definida pelo ponto A = (2, —4, —3)
e pelo vetor diretor ¥ = (1,2, —3) e expressa pelas equagoes simé-

tricas:

r—2 y+4 z+43
1 2 -3

E assim, fazendo

x—2 y+4 r—2 243
1 2 ° —3

=>y=2r—8 e z=-3z+ 3.

Desta forma, podemos encontrar todos os pontos da reta, pois eles
obedecem a P = (z,2x — 8, —3x + 3), Vz € R, em que P é um

ponto arbitririo na reta r.
ATENCAO
Apesar de todas as equagdes de reta no espaco (R3) definidas

e ilustradas nos exemplos desta aula, podemos sempre reduzir a

dimensdo para o plano (R?), bastando-nos suprimir a variavel z.
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5.7 Paralelismo de retas relativo aos planos

e eixos coordenados

5.7.1 Retas paralelas aos planos coordenados

Uma reta é paralela a um dos planos xy, zz ou yz se seus vetores
diretores forem paralelos ao correspondente plano. Neste caso,

umas das componentes do vetor é nula.

Figura 5.44: r || (plano — zy),
em que A = (—1,2,4) e ¥ = Figura 5.45: r passa por A =
(2,3,0) (¥//plano — xy. (1,5,0) e ¥ = (—1,0,2).

Perceba que para a figura (5.44) as equagdes paramétricas de

T S40:
r = —1+42t
y = 2+ 3t
z = 4

Mas no caso da figura (5.45), as equagoes parameétricas de r sao:

r = 1 —t
y = 9
z = 2t
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Figura 5.46: A = (2,3,4) e ¥ = (0,0, 3).

5.7.2 Retas paralelas aos eixos coordenados

Uma reta é paralela a um dos eixos (eixo—x, eixo—y ou eixo—z)
se seus vetores diretores forem paralelos a i = (1,0,0) ou a j=
(0,1,0) ou a k = (0,0,1). Neste caso, duas das componentes

do vetor sao nulas.

Exemplo 5.7.1. Seja r a reta que passa por A = (2,3,4) e tem a
dire¢ao do vetor ¥ = (0,0,3). Como a direcdo de ¥ é a mesma de
/;:, pois ¥ = BE, a reta r é paralela ao eixo eixo — z. A reta r pode

ser representada pelas equacoes

r =2
y =3
z =4+ 3t

As figuras (5.47) e (5.48) apresentam retas que passam por

A = (x1,y1,21) e sdo paralelas aos eixos eixo — y e eixo — x, res-
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pectivamente. Suas equagoes sdo, de forma respectiva,

T =x r =x1+k-t
y =y1+k-t e Yy =
z :Zl z :z]_,

com k € R fixo e ¢ parametro.

Figura 5.47: A = (z1,41,21) € Figura 548 A = (r1,y1,21) €

v=]. v=k.

5.8 Mais algumas propriedades

Definigdo 5.22 (ANGULOS DE DuAS RETAS). Sejam as retas r; e
ro com as diregoes de ¥ e ¥s, respectivamente. Chama-se dngulo
de duas retas r; e ry 0 menor angulo de um vetor diretor de r;
e de um vetor diretor de ro. Sendo 0 este dngulo, entao

(T, T2)

cosf = ———
| V1] [ T2

com 0<6<.

o] 3

(5.1)

Exemplo 5.8.1. Calcular o dngulo entre as retas

r =3+t
z+2 y—-3 =z
(a1 Y =t e T 5 :—1 :I
z =—1-2t
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Perceba que os vetores diretores de r1 e ro sdo, respectiva-
mente, 01 = (1,1—2) e o = (—=2,1,1). Da equagao (5.1) podemos
depreender que

|<61762>| |<(1717_2>7(_271a1)>| — |_2+1_2‘ _ 1

cosf = = = —

oul o] (1,1, -2)[ (=2, 1, 1)) V616 2

Portanto, 6 = arc cos <;) = grad = 60°.

Definigao 5.23 (RETAS ORTOGONAIS). Sejam as retas 1 e 72

com as direcoes de 9] e v, respectivamente. Entao

T 1 Ty <= <171,172> =0

l"l an®

—

Figura 5.49: ry || ro, embora r; L 7.

Duas retas ortogonais podem ser concorrentes ou nao. No en-
tanto, apesar de ambas as retas r; e ro da figura (5.23) serem

ortogonais a r, ndo sao concorrentes, a r e sim perpendiculares.

Exemplo 5.8.2. Portanto, as retas r; e ro dadas a seguir sdo
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ortogonais.
y =-2t+1 e y =4+t
z =4t z =1

Pois sendo 77 = (1,—2,4) e ¥p = (—2,1, 1) vetores diretores de 7}

erg e

as retas 71 e T sao ortogonais.

Defini¢do 5.24 (RETAS ORTOGONAIS A DUAS RETAS). Sejam as
retas r1 e ro nao paralelas, com as direcdes de ¥; e U, respectiva-
mente, entdo toda reta r simultaneamente ortogonal a r; e ry terd

a direcao de um vetor 7, tal que

<L

{

S
~
I
o

)

(5.2)

—~
ot
~
Il
e

v,

Ao invés de assumirmos ¢ # 0 como uma solucao particular de
(5.2), poderiamos usar

—

U= 1 X ’172 (5.3)

como vetor diretor da reta r, bastando conhecer um de seus pontos.

Exemplo 5.8.3. Determinar equagoes paramétricas da reta r que

passa pelo ponto A = (3,4, —1) e é ortogonal as retas

ri:(z,y,2) =(0,0,1) +4(2,3,-4) e re:q y =t

z =1-—1t.

As diregoes de 71 e 7y sdo definidas pelos vetores ¥} = (2,3, —4)
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e Uy = (0,1,—1). Assim,

ik
U1 XUy =12 3 —4|=1(1,2,2)
01 -1

Portanto, r: ¢ y =44 2¢

z =-142t
Exemplo 5.8.4 (INTERSEGAO DE DUAS RETAS). Vamos veri-

ficar se as retas r; e ro sao concorrentes e, em caso afirmativo,

determinar o ponto de intersecao:

(a)

r =3+h r =543t
Tt y =142h e To: y =-—-3—2t
z =2—h z =4+t
(b)
r =-—t
y =z
1 e 79 Y =1+t
z =1—=x
z =2t
(c)
y =x+2 r+1 y—1 z+1
T e Tr9: = = .
z =—x—1 -2 —2 2

Se existir um ponto (z,y,z) comum as duas retas, suas coor-

denadas obedecem a todas as equacoes de r; e ro.

Solugao:(a) Igualando as expressoes, temos que

3+h =543t h—3t =2
1+2h =-3-2t = 2h+2t =—4
2—h =4+t —-h—t =2
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Portanto, a solucao é h =t = —1 e, assim, (2, —1,3) o ponto

de intersecao entre as retas ry e ra.

Solugao:(b) Fazendo as devidas substitui¢oes, temos o sistema

1+t =—t
2t =1+t
o 1
A partir disso, constatamos que t = — 3 e t = 1. Portanto,

como o sistema nao tem solucdo, nao existe um ponto de

intersecao.

Solugao:(c) Observe que os vetores diretores de 71 e ry s3o, respectiva-
mente, U3 = (1,1, —1) e vy = (—2,—2,2), ou seja, Uy = —207.
Portanto, as retas sdo paralelas e nao coincidentes, pois o
ponto (0,2,—1) € 71, mas (0,2,—1) ¢ ro. E assim, nao

existe um ponto de intersec¢do entre as retas r1 e ro.

5.9 Resumo

Nesta aula, definimos a equacao vetorial da reta e, para isso, usa-
mos apenas um vetor e um ponto do plano (ou do espago) para
defini-la. Conhecemos outra forma de representé-la, isto é, atra-
vés de sua equagao paramétrica, descrita por algumas equacoes
que dependem de apenas um pardmetro. Com base na definicao
da equacdo vetorial da reta, definimos também uma reta por dois
pontos e um segmento parametrizado. Conhecemos propriedades
importantes das retas, como o paralelismo de retas relativo aos

planos e eixos coordenados, e dngulos entre duas retas.
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5.10 Atividades

1. Determine uma equacao vetorial da reta r definida pelos pon-

tos A = (2,-3,4) e B = (1,—1,2) e verifique se os pontos

5
C= (57 —4,5) e D = (—1,3,4) pertencem a r.

2. Dada a reta r : (z,y,2) = (—1,2,3) + t(2,—3,0), escreva

equagcoes paramétricas de r.

3. Determine as equacoes paramétricas da reta que passa pelos

pontos A e B nos seguintes casos:
(a) A=(1,-1,2) e B=(2,1,0);

(b) A =(0,0,0) e B=(0,1,0).

4. O ponto P = (m,1,n) pertence a reta que passa por A =

(3,—1,4) e B = (4,—3,—1). Detemine P.

5. Verifique se os pontos P = (5,—5,6) e P, = (4,—1,12)

pertencem a reta

r—3 y+1 2-2

r: 1 9 ) .

-1 3
6. Determine o ponto da reta r : % = % = Z que tem:

(a) abscissa b;
(b) ordenada 2.

7. Determine o angulo entre as retas:

r —2-—1

T - Yy =1 (S ro .

z =3-—2t
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8. Determine o valor de n para que seja de 30° o dngulo entre

as retas

y =nr+5 -2 y oz
z =2xr—2 4 5 3

9. Verifique se as retas a seguir sdo concorrentes e, em caso

afirmativo, encontre o ponto de intersecao:

r =2—t xr =-—3+46h
iy y =4—1t e r:qy y =14+7h
z =—t z =—1+13h

5.11 Comentario das atividades

Se vocé entendeu a definicdo de equagdo vetorial da reta, entdo
conseguiu fazer as atividades 1,2 e 3. Se resolveu a atividade 4,
entendeu o conceito de equacao de reta definida por dois pontos.
Quanto as questoes 5 e 6, pode conclui-las? Entao vocé compreen-
deu a defini¢do de equagdo simétrica da reta. Se fez as atividades 7,
8 e 9, entdo entendeu os conceitos de equacao paramétrica da reta,

angulo entre duas retas e intersecao entre retas, respectivamente.
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