A Equacao Geral do

Segundo Grau

META
Introduzir o conceito de equacdo
geral do segundo grau (com 2

variaveis) e suas propriedades.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera
ser capaz de aplicar os conhe-
cimentos de formas quadraticas
e mudancas de coordenadas no
plano para encontrar as solugoes
de equagdes gerais do segundo grau
com duas varidveis e representi-las

no plano.

PRE-REQUISITOS

Ter compreendido o conceito de

formas quadréticas (Aula 12).
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13.1 Introducao

Ola, caro aluno! Nesta aula, iremos conhecer um pouco mais a
respeito da equagao geral do segundo grau que, de certo modo,
comecamos a observar na Aula 12.

A forma geral de uma funcao quadratica de duas varidveis é
o(z,y) = Az? + 2Bxy + Cy* + Dz + Ey + F (13.1)

Mostraremos a vocé que a linha de nivel (ou conjunto de nivel)
©(z,y) = 0 é uma elipse, hipérbole e parabola, ou ainda, nos casos
excepcionais, a elipse pode reduzir-se a um ponto ou ao conjunto
vazio; a hipérbole pode degenerar-se num par de retas concorrentes
e, em vez de uma parabola, pode haver um conjunto vazio, uma

reta ou um par de retas paralelas.

13.2 Relembrando mudanca de coordenadas

Como vocé deve estar lembrado, na Aula 11, trabalhamos as mu-
dancas de coordenadas no plano. E, mais uma vez, iremos uséi-las
para fazer uma translacdo dos eixos. Fazendo x = s+ h, y =t+k,

temos que, com as devidas substituicoes
Bs,1) = @(s+h,t + k)
\
@(s+h, t+k) = A(s+h)*+2B(s+h) (t+K)+C(t+k)*+D(s+h)+E(t+k)+F

4

B(s,t) = As®> + 2Bst + Ct> + D's + E't + F' (13.1)
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em que:

D' = 2Ah+2Bk+ D
E' = 2Bh+2Ck+E
F'= Ah?>+2Bhk+Ck*+ Dh+ Ek+ F

Note que os coeficientes A, B e C sao invariantes por translacao e
o coeficiente F’ afeta apenas o nivel a que as linhas (p(z,y) = ¢ ou
©(s,t) = ) estdo relacionadas, ndo afetando suas caracteristicas.

Visando facilitar o estudo da equacao geral do segundo grau,
vamos procurar h e k para que D' = E' = 0. Isto ¢, queremos

solucionar o sistema:

Caso AC — B? # 0, o sistema anterior tem solucdo tnica (h, k) e a
translacdao, tomando x = s+ h e y = t + k, permite que nas novas

coordenadas (s,t) a forma quadrética fique na forma
@(s,t) = As®> +2Bst + Ct* + F' (13.2)

Veja que para ¢(x.y) = 0 temos (s, t) = —F', em que P € a forma
quadratica cujos primeiros trés coeficientes sdo 0os mesmos de ¢, e

assim, retornando aos casos estudados na Aula 12.

Exemplo 13.2.1. Que curva plana a equacao 5z + 6zy + 5y° +
2¢ — 4y + 1 = 0 define? Vamos efetuar a translacdo dos eixos
tomando z = s + h e y = t + k. Deste modo, a equacio 5z +
6xy + 5y? + 22 — 4y + 1 = 0 fica:

5(s+h)?+6(s+h)(t+k)+5t+k)>+2(s+h)—4(t+k)+1=0

4
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552 + 6st + 5t% 4 (10h + 6k + 2)s + (6h + 10k — 4)t + F' = 0,

em que F' = 5h% 4 6hk + 5k + 2h — 4k + 1. Sendo assim, temos
o sistema

5h+3k =-1

3h+5bk =2

cuja solu¢ao ¢ h = —11/16 e kK = 13/16 e que resulta em F' =
—21/16. Neste caso, a equacao (13.2) fica

552 + 6st + 5t° = 21/16.

Como foi possivel verificar (veja o exemplo 3 e 4 na Aula 12),
a mesma equagao introduz uma rotagao de 135°, além de novas

coordenadas p e g, tal que
2p° + 8¢* = 21/16. (13.3)

E da equacio (13.3) percebemos que 522 +6zy+5y*4+2x—4y+1 = 0

define uma elipse.

Figura 13.91: 522 4 6xy + 5y + 22 — 4y +1 =0
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13.3 Vamos analisar quando AC — B? = (.

Para o caso em que AC — B? = 0, o sistema

Ah+ Bk =-2 (13.1)
Bh+Ck =-%£

pode ser indeterminado ou impossivel, dependendo da segunda
equagao ser ou nao miltipla da primeira. No caso em que o sistema
(13.1) seja indeterminado, usando uma solugao qualquer (h, k), a
translagao de eixos x = s+h ey =t+k torna D' = E' = 0, de tal
sorte que nas coordenadas (s,t) a fungdo quadratica transforma-se

em

(s, t) = As* +2Bst + Ct* + F' (13.2)

Como AC — B? = 0, a equacdo caracteristica da forma quadratica

As? 4 2Bst + Ct? é
M _(A+C0)A=0=AA—(A+B)] =0,

de que obtemos as rajzes \j = A+C # 0 e Ay = 0. Efetuando uma
rotagdo conveniente sobre os eixos, introduz coordenadas (p,q), e

assim,

o(z,y) = B(s,t) = B(p, q) = (A+C)p*+0-¢*+F' = (A+C)p*+F",

ou seja, (p,q) = (A + C)p? + F”, de modo que a curva de nivel
zero de p(e consequentemente, ) € 0 conjunto vazio ou um par de
retas paralelas se I # 0, e uma s6 reta se F” = 0.

Vejamos os exemplos a seguir.
Exemplo 13.3.1. 1. Que curva plana é representada pela equa-
cao

22 +dzy+ 4> +2c + 4y +1 =07
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Mais uma vez, vamos achar h e k, tal que a translacao de
eixos ¢ = s+ h ey =t+ k elimine os termos 2z e —4y na

equacgao. Com esta intencao, chegamos ao sistema

h+2k =-1

2h +4k = -2
que ¢é indeterminado. Neste caso, vocé pode perceber que se
colocarmos h = 1 e k = —1, temos da primeira equacao do

sistema,

h+2k=-1=1+2(-1)=-1

que é uma de suas solucoes e, de brinde, efetuando as devidas
translages, © = s+ 1 e y = t — 1, transforma a equagao
2? +dxy +4y? + 204+ 4y +1 =0 em s> 4 4st + 4t> = 0, ou

ainda, em (s + 2t)? = 0, e assim,
s

implicando que a equacdo define uma tunica reta.

. Se a equacdo fosse z2 + day + 4y% + 2z + 4y — 1 = 0, nas

coordenadas s,t se tornaria
(s+2t)2=2= s+ 2t = V2,

entdo teriamos duas retas definidas pela equagcao.

. Imagine, agora, que a equacio fosse x2 + dxy + 4y® + 2z +

4y 4+ 2 = 0 e, mais uma vez, colocando nas coordenadas s, t,

obtemos
(s+2)2+1=0= (s +2t)2 = -1

que define o conjunto vazio, pois nao é possivel encontrar

pares (s,t) tais que sejam a solucdo de (s — 2t)% = —1.
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Ay Ay Ay

Figura 13.92: 22 + Figura 13.93: 22 + Figura 13.94: 22 +

dry+4y? +2r+4y+  drvy+4yi2z+4y—  doy+4y?+2r+4y+
1=0 1=0 2=0

Se o sistema for impossivel e AC — B? = 0, neste caso nio
encontramos h, k tal que D’ = E' = 0. Porém, podemos encontrar
h e k de forma que E' = 0 e, ap6s efetuada a translacao dos eixos

coordenados, obtendo
o(z,y) = P(s,t) = As® + 2Bst + Ct* + D's + F' com D' #0,

e a equacio caracteristica da forma quadratica As® + 2Bst 4+ Ct?
6 X2 — (A+C)\ =0, cujas raizes sio \y = A+ C #0e \g = 0.
Efetuando uma rotacdo conveniente, inserindo novas coordenadas

P, q, tal que

s= ap—b
b= , com a+b2=1.

t= bp+aq
Substituindo, temos
p(z,y) =2(s,t) = B(p, q) = (A+ C)p* + D'(ap — bg) + F.
E assim, para a equacao

o(z,y) =0= (A+C)p*>+D'(ap —bg) + F' =0

= (A+C)p*+Dap—D'bg+F =0




Basta que vocé rees-
creva a equagao q =
!

(A+C) 5 a
Db PP o
na forma q = ap®+Bp+
(A+C)
v com «
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Vamos considerar que a # 0 e b # 0, pois, caso contrario, teria-
mos apenas rotacoes de 90° ou de 180°, ou seja, terfamos apenas
uma permuta entre os eixos s e t ou mudariamos os sentidos da

orientacao dos eixos. Como D’b # 0, da equagao

(A+C)p*+Dap—D'bg+F =0
(A+C) , Da F’

“9= "y PP oy
L ATO)
1= "y P TP T Dy

o que, portanto, define uma parédbola.

Observemos mais alguns exemplos.

Exemplo 13.3.2. Qual serd a curva representada pela equacao
422 + 122y + 9y? + 8z + 6y + 1 = 0?7 Fazendo as substituicoes

r=58—2,y=1t+1, convertemos essa equagao em

45 =22 +12(s —2)(t+ 1) +9(t +1)* +8(s —2) +6(t+1)+1=0

N[}
452 +12st + 92 +45—8 =0

eliminando, assim, o coeficiente de ¢, como sugerido anteriormente.
Usando o método apresentado na secao 1.2da Aula 12, vamos

efetuar uma rotacdo dos eixos s = ap — bg, t = bp + aq, com

a=-*2eb= \/% para eliminar o coeficiente de st, convertendo

V13
a equacao ao seguinte formato

132+i _ 12 —8=0
N T UG

4

\F13< , 8 )
_ VB (g2, O g
1= P Tt

o que define uma parabola.
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AY
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Figura 13.95: 422 + 122y 4+ 9% + 8z + 6y + 1 = 0.

Exemplo 13.3.3. Seja ¢(x,y) = 224 2y? + 3z +4y+4. Queremos
eliminar os termos 3x e 4y e, para tanto, vamos encontrar h k na
translacio r = s +h ey =t + k. Note que AC —B2=2>0, e
assim recaimos no caso (I) da secao 1.3.1 da Aula 12, ou seja,
¢(z,y) = 0 define uma elipse, um ponto ou um conjunto vazio.
Vamos ao trabalho!

Fazendo

o(s+ht+k) =(s+h)?2+20t+k)?+3(s+h)+4(t+k)+4
= 5% 4 2hs + h% + 2t + 4ht + 2k>
+3s+3h+4t+4k+4
=824+ 2t% + (2h + 3)s + (4k + 4)t
+h? +2k? + 3h + 4k + 4

E com isso, para termos 2h +3 = 0 e 4k + 4 = 0, iremos tomar

3
h = D) e k= —1, o que converte ¢ da seguinte forma:
3 9 9
o y)=p(s—ot—1)=s+2+ > +2—=—4+4
2 4 2
(3
1

(s, t) = s> +2t* — -
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Portanto, a equacao 22 + 2y? + 3z + 4y + 4 = 0 pode ser reescrita

na forma
52 12

a2 e !

o que define uma elipse com eixos 1/2 e 1/+/8 paralelos aos eixos

xeuy.

Figura 13.96: x2 + 2y 4+ 3z + 4y +4 = 0.

13.4 Resumo

Nesta aula, vocé conheceu formas de identificar cénicas a partir da
equacao geral do segundo grau, usando ferramentas ja conhecidas

como autovalores, autovetores, translagoes e rotacoes.

13.5 Atividades
1. Considere a equacao 222 4+ 122y + 18> + . +y + 1 =0.

(a) Mostre que AC — B? = 0.
(b) Mostre que os autovalores da forma quadrética 222 +

12xy + 18y% sdo Ay =20 e Ay = 0.
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(c) Seja © = (3/+/10,—1/4/10), mostre que ele & um au-
tovetor unitario associado & forma quadratica do item

anterior.

(d) Efetuando a mudanca de coordenadas

B 3 1
= Ut Unt
_ 1 3
y= —7mst ymh

mostre que esta rotagdo em torno da origem leva o vetor
i= (1,0) sobre 4 e que, além disso, nas novas coorde-
nadas, a equacdo 222+ 122y + 18y + x +y+ 1 = 0 fica

na forma
(20V/10)t? + 25 + 4t + V10 = 0 (13.1)

(e) Conclua informando qual a conica que a equagao (13.1)

define.

2. Para cada uma das equacoes a seguir, identifique detalhada-
mente a curva que ela define e as mudancas de coordenadas
que permitiram esta conclusio.

(a) 2> +3y* —x+y—1=0;
(b) 4z? 4+ 122y + 9y? + 42 + 6y + 1 = 0;
(c) 2>+ 2xy+ 9y’ +x+y—1=0;

(d) 322 +6xy +3y* +4zx +6y+1=0.

13.6 Comentario das atividades

. Se vocé conseguiu resolver a atividade 1, entdo comecou a enten-

der o funcionamento da mudanca de coordendas para identificar
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o conjunto de nivel que obedece a equacao dada. Ao solucionar
a atividade 2, pode perceber que é possivel usar esta técnica em
mais exemplos.

Lembre-se sempre de que hé tutores a disténcia e presenciais
para ajuda-lo em suas davidas. Além disso, é importante que vocé

as compartilhe com seus colegas de curso.
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