(Quadricas Centrais

META
Introduzir o conceito de quéadricas

centrais e exemplifici-las.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera
identificar uma dada quédrica
central representando-a com uma

superficie de nivel.

PRE-REQUISITOS
Ter compreendido os conceitos
abordados na Aula 15 (mudanca de

sistema de coordenadas no espaco e

matrizes ortogonais).




Em um polinémio
homogéneo todos os
termos tém mesmo
grau, ou seja, a soma
dos  expoentes de
cada variavel é sem-
pre a mesma. Por
exemplo, P(z,y) =
2?y® + 2y + 2° ¢ um
polindmio homogéneo,
pois no

1° termo: 2+3 = 5
2° termo: 4+1 =15
3° termo: 5+0 =5

(248,

Quadricas Centrais

16.1 Introducao

Ol4, caro aluno! Nesta aula, iremos conhecer uma interessante
forma de representar equagoes com trés varidveis como objetos
dentro do R3. Essas equacdes que estudaremos tém caracteristicas
peculiares e sdo oriundas das formas quadraticas definidas também

com trés variaveis.

Vamos comecar!

Definicdo 16.45. Uma forma quadratica em R3 é um polinémio
homogéneo de grau 2 com trés variaveis, ou seja, é uma func¢ao

¢ : R? — R, definida por

o(x,y,2) = Az® + By? + C2*> 4+ 2Dxy + 2Exz 4+ 2Fyz. (16.1)

Mantendo a origem fixa, se tomarmos novos eixos em R3, tere-

mos um mudanga de coordenadas de (x,y, z) para (r,s,t), com

T = a1+ a8+ ast
y= bir+bys+ bst (16.2)

2= c17r+cas+cst

Conforme estudamos Aula 15, substituindo na equagao (16.1),

obteremos

o(z,y,2) = @(air + ags + ast, bir + bas + bst, 1 + ca2s + c3t)

= A'r? + B's?> + C't> +2D'rs + 2E"rt + 2F'st = (1, s, 1)

De forma similar ao que vocé estudou na Aula 12 (Formas Qua-
draticas no Plano), mediante uma escolha conveniente de eixos,
é possivel permitir que as novas coordenadas r, s e t fornecam

D'=FE =F =0, e assim

o(z,y,2) =P(r,s,t) = Ar® + B's* + C't?
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simplificando ¢ e também facilitando a visualizagdo de conjuntos

especiais definidos por
o(z,y,2) = ¢, com c constante real.

Definicao 16.46. [(SUPERFICIE DE NIVEL)|
Para cada ¢ € R, o conjunto de pontos P = (z,y,z), tal que

o(z,y,z) = ¢, chama-se a superficie de nivel ¢ da forma ¢.

16.2 Quadricas centrais

Definigao 16.47. Na expressao geral de uma funcido quadratica

1y : R3 — R dada por

Y(x,y,2) = Ax?+ By? + C22+

+2Dxy + 2FExz + 2Fyz+ Gx + Hy + 1z + J,
(16.1)

as superficies de nivel ¥(z,y,2) = d (com A, B, C, D, E, F, G,
H, z, J e d constantes reais nao todos nulos) sdo chamadas de

quéadricas.
Definicao 16.48. Se G = H = I = J = 0, temos a forma
quadratica dada pela equagao (16.1), cujas superficies de nivel

¥(x,y, z) = d sao conhecidas como quadricas centrais.

Essas quidricas sdo chamadas de centrais porque sendo p(—x, —y, —z) =

o(z,y,2), se o ponto P = (x,y, z) pertence a superficie S de equa-
¢ao ¢(x,y,2) = d, entao P’ = (—x,—y,—2) € S. Desta forma,
0 = (0,0,0) é um centro de simetria de S.

Admitindo que fizemos uma escolha de eixos ortogonais, tal

que D = F = F =0, ou seja,

o(r,y,2) = Az® + By? + C2* (16.2)
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De acordo com as condicoes a seguir, podemos obter os seguintes

resultados.

1. Quando d # 0, temos que

A B
A+ By +Cr=d & Ex2+gy2+%22:1.

2. Se A/d > 0, tomando a = /d/A, obtemos

3. Analogamente para:

(B/d)y* = +y?/d®
(C)d)z? = +22/d2

JEd/B
JEIC

Note que em todos os casos, a > 0,b>0e c> 0.

b:
com
CcC =

2 2 2 2 2 2
x Y z z Y z
Lo pta=le ptp a1

Das quatro observagoes anteriores obtemos todas as superfi-
cies de nivel possiveis de uma forma quadratica, exceto por uma

eventual troca dos nomes dos eixos.

2 2 2 2 2 2
T Y z .. Yy
W ptptae=t @ HGHepts=-1
2 g2 22 . 2 2 2
(iii) ﬁ—ﬁ—bﬁ—cﬁ—l (iv) ﬁ—i-bﬁ—cﬁ:—l
22 g2 22 ' 2 42 2
Loty Loty
(vii) 2 + i 1 (viii) ol
. 22 2 72
(IX) E—bﬁzo (X) ?:1
R L2t
(xi) ol -1 (xii) pi 0
T
(xiii) ﬁ—}-b—z =0

Vamos analisar estas equacoes e verificar o que cada uma delas

representa.
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(i) E chamada de Elipséide a superficie E definida pela equacio

2 2 2
T Y z
Sttty =1

As interse¢oes com os planos XOY (Il;,), XOZ (Il;.) e
YOZ (II,.) sao as elipses

72 y2 72 2 y2 2

2

2tp=h ata=lep

Figura 16.108: Elipsoéide

z A

Figura 16.109:  Figura 16.110:  Figura 16.111:
II,, N E tem equa- Il N E tem equa- 1I,, N E tem equa-
2 2 2 2
. T Y . x z .y z
gaO¥+b—2:1 gao;—i—c—Q:l (;aob—2—|-c—2=1

Note que 2a, 2b e 2¢ sdo os comprimentos dos eixos (de si-

metria).
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Definicao 16.49. Se dois desses eixos sao iguais, chamamos o

elipsbide de elips6ide de revolugao.

2 2 2
z
Exemplo 16.2.1. Tome b = c em —+ L 4+ — =1, o que resulta
a2 b 2
na equacao
2 2 2
G
a b2
22 2
, que é obtida pela rotacgao da elipse — + = = 1, contida no plano

a? b2
2 2

x
z =0 em torno do eixo—z. (Ou da elipse — + 5
a? b2

plano y = 0 em torno do eixo—zou em torno do eixo—z.)

=1, contida no

P A —

Figura 16.112: No plano z = Figura 16.113: No plano y =
2 2 2 2
x Y x 2%
07 ﬁ —‘l_ b_2 - 1- 0, ? —‘l_ 6_2 — 1.

Em particular, se a = b = ¢, a equacdo z2/a?+y*/a®+ 22 /a® =

1 pode ser reescrita como
e N T (16.3)

O que define uma Esfera centrada na origem e de raio a.
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Exemplo 16.2.2. Determinar uma equacao para um esfera de

centro C' e raio r, sendo:
(a) C =(0,0,0)er=2;
(by C=(2,1,-1)er=3.

Solucdo (a) - Da equagdo (16.3) verificamos automaticamente

que a equagao sera
24yt =22 = 224yt =4

Solucao (b) - Neste caso, o centro da esfera ¢ C' = (2,1, —1).
Conforme estudamos na Aula 15, vamos fazer uma translacio
da origem. Ou seja, se C = (h,k,n) for o centro da esfera com
equacao

() + () + () =%,
faremos a mudanca de coordenadas, sendo 2’ =x —h, y =y —k
/

e 2 = z —n e, assim, a equacao da circunferéncia com origem

transladada é dada porque
(z—h)?+ (y—k)?>+ (z —n)? =2
E para C = (2,1,—1) nos da (z — 2)? + (y — 1)2 + (2 + 1)% = 32,
ou ainda, expandindo os quadrados
2+ +22—dr—2y+2:—-3=0.
(ii) Define um conjunto vazio.

(iii) A superficie Hy, definida por
22 2 22 B
2tp 2=t
¢ chamada de hiperboléide de uma folha. A intersecao

com o plano
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g2 22
YOZ ¢é a hipérbole w2 1,
x2 22
X0Z ¢é a hipérbole ———5=1
a c
XOY e
) . 2?2 d2
qualquer outro é a elipse S +t5=1+—=5
a b c
plano paralelo
z =d (d constante)
2 2 2 2 2 2
.z d T d .
pois ;4—3;2 —a = 1 & ?4—?;—2 = 1—1—?2 que sao elipses. Em

Figura 16.114: Hiperboléide de uma folha

particular, se a = b, as intersecoes com os planos paralelos a z =0

sdo circunferéncias horizontais e Hy é chamado de Hiperboloide

2 2

de Revolugao, gerado pela rotagao de — — — =1 (contida no
a c 22

plano XOZ) em torno do eixo—z. (Ou da hipérbole 2 2= 1

c
contida no plano YOZ em torno do eixo—z.)
(iv) Note que
22 g2 2 2 2 2

z X
St =l =% =1t o+t
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v & z A z A

(N

=y
=Y

=

NV ”

Figura 16.115:  Figura 16.116:  Figura 16.117:
I, N Hy tem equa- II,. N E tem equa- I, N E tem equa-
2 2 2 2 2 2
. T Y . z .y z
gaoﬁ—kb—Z:l. Q&OE—C—Q:L (;aob—Q—C—Qzl

Podemos ainda ter que

c? c?
2=+ gxz + ﬁyQ, (16.4)
e extraindo a raiz de ambos os membros, significa que todo
ponto P = (z,y,2) da superficie Hy definida pela equacao
(16.4) também satisfaz |z| > ¢. Ou seja, ndo existem pontos
entre os planos z = c e z = —c. Perceba que a intersecao

entre o plano horizontal z = d com |d| > ¢ é a elipse

J& a intersecdo entre a superficie Hy e o plano (II,,) é a
hipérbole 22/c? — x?/a? = 1, e entre Hy e o plano II,, é a
hipérbole 22/c? — 42 /b?> = 1. A superficie Ho ¢ chamada de

hiperboléide de duas folhas.

Em particular, se a = b, a superficie Hs é chamada de hiperbo-

l6ide de revolucao com duas folhas, e assim, as intersecoes

(ou

|d| > ¢, serdo a circunferéncia 2%+ y? = a? <

os cortes horizontais) com o plano horizontal z = d, sendo

2
5 — 1>. Além disso,
c
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Figura 16.118: Hiperboldide de duas folhas

v A

-

Figura 16.119: o /\ /\

plano z = d N Hy

=

=y
\

2
tem equagao a% +  Figura 16.120: Figura 16.121:
a
2 2
vy _ 4 + df com Hez N E tem equa- II,; N E tem equa-
b2 2 2 g2 2 g2
|d|>C gaog—cﬁzl gaO§—§:1

2

podemos obter Hy girando a hipérbole 22/c? — 2% /a? = 1 no plano

IT,. em torno do eixo—z (22 /¢ —y?/b? = 1 no plano I1,, em torno

do eixo—z).

(v) Esta equagao é satisfeita apenas para (0,0,0).

(vi) A equacdo z%/a® + y?/b? — 22 /c* = 0 representa a superficie
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S. Fixando z = ¢ (plano horizontal), temos que a interse¢ao

entre S e este plano ¢ a elipse F, definida por 22/a?+12/b* =

1 (contida no plano z = ¢).

Figura 16.122: Cone duplo com vértice na origem.

S é o cone duplo com vértice na origem O = (0,0,0) e base
na elipse F, ou seja, S é a reunido das retas que ligam O = (0,0, 0)

aos pontos de E.

(vii) As solucoes dessa equacao sao todos os pontos P = (z,y, z),
tal que x2/a® 4+ y?/b> = 1. O que define um cilindro reto

com base na elipse z°/a* + y?/b*> = 1 no plano Il,,.

(viii) Ja as solucoes dessa equagdo sdo todos os pontos P =
(z,9,2), tal que 2%/a® — y?/b®> = 1. O que define um ci-
lindro reto com base na hipérbole x2?/a?+ y?/b?> = 1 no

plano IL,.

(ix) Para esta equagao,

2 2
Z-fo s G E-D-
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Figura 16.123: Cilindro reto de base eliptica.

Figura 16.124: Cilindro reto com base hiperbélica.

O que representa dois planos verticais cortando o plano Il

sobre as retas <f + Q) =0e (f — Q) = 0. Veja a figura
a b a b

(16.2).

(x) x2/a® = 1 representa o par de planos r = a e x = —a, para-
lelos ao plano YOZ. Veja a figura (16.2).

(xi) z%/a® = —1 representa o conjunto vazio, pois nio existe

(z,y,2) que satisfaca.
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Figura 16.126: Os planos z =

: x
Figura 16.125: Planos o + aec = —a sio paralelos ao
YooeZ-Y=p
b a b plano II..

(xii) 2?/a® = 0 representa o plano YOZ, pois equivale a x = 0.

2 2
(xiii) ) + 2
equivale a x =y = 0.

= 0 representa a reta OZ, ou seja, 0 €ixo—z, pois

16.3 Resumo

Nesta aula, vocé aprendeu que a partir da forma quadratica de-
finida com 3 varidveis surgem as quédricas centrais. E delas sur-
giram algumas superficies de nivel como o elipsdide, a esfera, o
hiperbolbide de uma e de duas folhas, o cone com base eliptica, o
cilindro reto de base eliptica e hiperbélica, além de outros casos

especiais.

16.4 Atividades

1. Determinar uma equacao da esfera nas condigoes dadas.

B
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(a) Centro C = (2,-3,1) e raio 4.
(b) Centro C' = (4, —1,—2) e passando por P = (2,3, —1).
(c) Centro C' = (0,—4,3) e tangente ao plano Il : z 4+ 2y —

22 -2=0.

2. Obter uma equacgdo da superficie gerada pela rotacao de cada

uma das curvas dadas em torno do eixo indicado.

(a) 22 + y%> = 9, contida no plano z = 0, em torno do
eixo—x.
22 2

(b) 7 + T 1, contida no plano z = 0, em torno do eixo
maior.

(¢) y = x, contida no plano z = 0, em torno do eixo—y.

3. Um elipsoide de rotagao (centrado na origem) tem intersecao
2
com o plano z = 0 dada pela elipse 22 + yz = 1. Determine a

equacao do elipsoide, sabendo que contém o ponto (0, 1,v/6).

4. Considere um cone duplo C com vértice na origem O =
(0,0,0) e base na elipse E, definida por 2%/a? + ¢%/b? = 1

(contida no plano z = ¢).

(a) Mostre que se todo ponto P = (z,y, z) € C, entdo para
todo t € R o ponto P’ = (tz,ty,tz) também esta con-
tido em C.

(b) A reciproca da afirmacao anterior ¢ valida?

5. Identifique as superficies definidas pelas equacoes, dizendo

ao longo de que eixo elas ocorrem, conforme o caso.

(a) 2522 +100y? + 3622 — 900 = 0
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(b) z=3— /22 +2

(c) 1222 + 4y? — 322 + 12

16.5 Comentario das atividades

Conseguiu resolver as atividades 1,2,3 e 57 Entdo vocé ja tem
uma no¢ao da definicdo de superficie de nivel e a sua relagdo com
as quadricas centrais. Se respondeu a atividade 4, vocé entendeu
a propriedade do cone em que ele é também a reunido de todas
as retas que contém a origem e o ponto P = (z,y,z), tal que
22 /a® + 42 /b?> = 1 (contida no plano z = c).

Se ainda tiver dificuldades, volte e reveja com cuidado os con-
ceitos apresentados na aula. Nao esqueca que ha tutores que po-
derao ajudar a eliminar as suas davidas. Desde ji, lembre-se de

discutir os contetidos com seus colegas.
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