Completando
drados

META

Introduzir e exemplificar o método
de completamento de quadrados
para formas quadraticas com trés

variaveis.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera
identificar uma quéadrica central
(ou superficie quéadrica) utilizando
o método de completamento de

quadrados.

PRE-REQUISITOS

Ter compreendido o conteudo da

aula anterior (Quédricas Centrais).
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17.1 Introducao

Ol4, caro aluno! Nesta aula iremos conhecer um método (Comple-
tamento de quadrados) para que dada uma forma quadratica com
trés varidveis, possamos associar as quéadricas centrais (ou superfi-
cies quédricas) estudadas na Aula 16.

Dada a equacao
Az? + By? + C2%* + 2Dzy + 2Fzz + 2Eyz = d, (17.1)

como determinar dentre os tipos descritos na Aula 16, qual su-
perficie a equacao define?
Antes de apresentarmos o método, precisamos de algumas de-

finicoes.

Definicao 17.50. Uma forma quadrética ¢(z,y, z) é considerada
positiva (respectivamente, negativa) quando p(x,y,z) > 0 (res-

pectivamente, ¢(z,y, z) < 0) para todo (z,y, z) # (0,0,0).

Definigao 17.51. Se para quaisquer z, y, z tivermos ¢(z,y,z) <0
(respectivamente, p(x,y, z) # 0), diremos que ¢ ¢ nao-negativa

(respectivamente, ndo-positiva).

Definigdo 17.52. Se existirem pontos em R3, P, = (21,y1,21) e
P2 = (x27y2722)7 tal que

o(z1,y1,21) > 0 e p(ze2,y2,22) < 0, diremos que ¢ ¢ indefinida.

Afirmacdes

1. Quando a forma quadratica ¢ é positiva ou negativa, a super-
ficie de nivel p(z,y, z) = d é um elipsbide, é vazia ou reduz-se
a origem, conforme d tenha o sinal de ¢, sinal contrario ao

de ¢ ou seja zero.
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2. Quando ¢ é ndo-negativa ou nao-positiva e existem pontos
P = (z,y,2) # (0,0,0), tal que ¢(z,y,z) = 0, entao a su-
perficie de nivel p(z,y, z) = d é um cilindro de base eliptica,
um par de planos paralelos, um tnico plano, uma reta ou é

vazia.

3. E se a forma quadrética ¢ é indefinida (ou seja, muda de
sinal), entao a superficie de nivel ¢(z,y, z) = d pode ser um
hiperboléide de uma ou duas folhas, um cone, um cilindro de
base hiperbélica ou um par de planos que se cortam segundo

uma reta.

Vamos justificar as afirmagbes com exemplos que demonstra-

remos posteriormente.

17.2 Completando quadrados

Para completar quadrados na forma
o(z,y,2) = Az® + By* + C2* + 2Dxy + 2Fxz + 2Eyz,

entre os numeros A, B e C escolhemos um que ndo seja nulo.
Vamos supor que A # 0 e fagamos desaparecer os produtos xy
e xz (caso em que A = B = C = 0, analisaremos mais tarde).
Escrevemos a soma das parcelas contendo x como

D E
Ax? +2Dzy +2Erz = A |2° + 22 <Ay + Az)}

al(es Py BN (P, L EY
- T YTy AV 4"
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D E
Tomando s = x + <Ay + AZ>’ obtemos

olx,y,z) = Ax? + By2 +C22 4+ 2Dxy + 2Exz 4+ 2Fyz
= (Az? 4+ 2Dxy + 2Ez2) + By? + C2? + 2Fyz

2
=As> - A Zeriz) + By? + 0z + 2Fyz
D? E? DE
_ 2 = .2 = 2 —_ 2 2
= As (Ay+Az +2Ayz>+By + Cz* +2Fyz
D? E? DE

= As? B— =) — = ) 242(F -2

s—i—( A)y—i—(C A)z—i— ( A)yz
= As? +9(y, 2)

recaindo numa forma quadratica com duas variaveis, ¥(y, z), que

conhecemos na Aula 12.

Observagao 28. No caso em que A = B = C = 0, ou seja, quando
o(z,y,2) =2Dxy + 2Exz + 2Fyz,

escolhemos entre D, E e F' um que nao seja nulo, isto é, D £ 0, e

fazendo a mudancga de varidvel x = r + s, y = r — s, notamos que

:Uy:r2—.92,

TZ=T2+ 8z e

Yz =rz — Sz,

e a forma quadratica fica
o(x,y,2) = 2Dr* — 2Ds* + 2Erz + 2Esz + 2Frz — 2F sz
4

o(x,y,2) = 2Dr? —2Ds®> + 2(E + F)rz 4+ 2(E — F)sz

recaindo no mesmo caso que o anterior.
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Depois de completar todos os quadrados, a forma se escreve

como
o(x,y,2z) =@(r,s,t) = A'r? + B's?> + C't%, (17.1)

e assim fica facil verificar o sinal de .
Em relacao ao sinal da forma quadratica e seus coeficientes,

elas podem ser:

positiva (respectivamente, negativa) - quando os coeficientes A’

B’ e ' sdo positivos (respectivamente, negativos).

nao-negativa (respectivamente, ndo-positiva) - quando os coe-

ficientes A’, B" e C’ sdo > 0 (respectivamente, < 0).

indeterminada - quando um dos coeficientes A’, B' e C’ & posi-

tivo e outro é negativo.

Exemplo 17.2.1. Seja o(z,y, 2) = 22 +2y? +42% — 2y —2x2 —3yz2.

Vamos eliminar os produtos zy e 2?7 Para isso, fagamos

1
e(@,y,2) = v? — 2 (2y + z> +2y% + 422 — 3yz
1 2 1 2

1
Tomando s =z — Jy—ze substiguindo em ¢(z,y, z), obtemos

1 3
ploy,z) ="+ 2= Py’ + (- 1)z" +2 <_ B ) yz

4

7
o(z,y,2) = 2+ Zyz +322 — dyz

;“:267. '
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Repetindo o processso e completando mais um quadrado,
2 1 9 2
p =35 +1y + 32° —4yz
2 7\
2 2 2
= 3 -2z = —
s+ <z z 3y + 12y >

T S S
3Y) oY T1oY

2
e desta vez, tomando t = z — gy, ficamos com

=52+3

5 )

2 2 2 2 2 2
=35+ [—!—363/] =35+ +12y

E percebemos, automaticamente, que a forma quadratica é posi-
tiva, pois A, B’ e C' sao positivos. Portanto, a forma quadrética

o(z,y,2) = d, com d > 0, define o elipsoide.

Exemplo 17.2.2. Seja o(z,y,2) = 222 + 3y? — 4oy — 4yz, e se-

guindo o que foi feito no exemplo anterior,

pla,y,2) =2(2® - 2zy) + 3y° — dyz
2(x —y)? — 2y% + 3y? — 4yz

Tomando s = x — y e substituindo
o= 252 + y2 —4yz,
executando mais um completamento de quadrados,
0 =254 (1} —dyz) = =254 (y—22)* — 422

e colocando t = y—2z, temos ¢ = 252 +t?—422. Para as superficies

de nivel
252 +12 —422 =d ,ouseja 2z —y)’+ (y—22)% =d+42°

Como estudamos na Aula 16, notamos que se:
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d=0 —

d<0 —

d>0 —

2(x — y)2 + (y — 2z)2 = 422 representa um cone;

2(x—y)?+(y—22)?—d = 422 representa uma hipérbole. Além
disso, todos os pontos obedecem & condicio 422 > |d|, ou
seja |z| > 1/]d|/2. Deste modo, quando o nivel d é negativo,
a superficie ¢(z,y,z) = d ndo tem pontos entre os planos

z = —+/|d|/2 e z = 4/|d|/2, portanto, é uma hipérbole de

duas folhas;

2(x — y)? + (y — 22)% — d = 42% representa uma hipérbole
de uma folha, pois a interse¢dao da superficie com os planos
horizontais z = n é uma curva formada pelos pontos (z,y,n),

tal que

222 + 3y? — dzy — 4yn = d. (17.2)

Note que a equagao (17.2) depende apenas de x e y. E como
aprendemos na Aula 13 (Equagao Geral do Segundo Grau -
com duas varidveis), esta curva é uma elipse, pois a transla-
¢ao x = s+2n ey = t+2n introduz nesse plano coordenadas

s,t, nas quais a equacao anterior fica
2s% + 3t? — 4st = d + 4n”.

E assim, no plano z = n, a curva de nivel com d + 4n? > 0,
da forma quadratica positiva 2s% + 3t? — 4st, nos diz que a
superficie de nivel ¢(x,y, z) = d corta cada plano horizontal
z = n segundo uma elipse, permitindo-nos concluir que tal

superficie € um hiperbol6ide de uma folha.

(Veja as figuras (11.1), (11.2) e (11.3).)
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Figura 17.127: d =  Figura 17.128: d > Figura 17.129: d <
0. 0. 0.

Exemplo 17.2.3. Seja o(z,y, 2) = 22 +5y> + 22 —day+ 2wz —4yz.

Vamos aplicar o método de completar quadrados,

%) =22 + 9% 4+ 222 — 20y — 222 — 2yz
= (2% — 22y — 2z2) + % + 222 +2y2
=(@—-y—2)2—(y+2)2+y*+2>+2yz
=(x—y—2)?—y?—2%2 - 2yz+ 9% +22° + 22

=52+ 2% com S=x—y— =z

Verificamos que ¢ = s% 4 22 & uma forma quadrética ndo-negativa

e a superficie de nivel p(z,y, z) = d pode ser:
d <0 — vazia;
d=0 — éum conjunto de pontos P = (z,y, z), tal que
(x—y—2)2+22=0 sed=0.

Ou seja, z =0 e x = y, reduzindo a superficie a uma reta r,

formada pelos pontos (x,z,0) com x € R e

d <0 — a superficie S corta o plano y = 0 segundo a curva

(x—224+22=d = 2°—222+222 =4,
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que é uma elipse E. E assim, um ponto P = (z,y, z) pertence

a superficie S representada por (z —y — 2)? + 22 = d se, e

somente se, Py = (z—z,0, z) pertence a elipse E. No entanto,
P = Py+ ¥, com ¥ = (y,y,0). Como (y,y,0) é arbitrario
e ¢ um ponto da reta r, concluimos que a superficie S é a
reunido das retas paralelas a r, tiradas a partir da elipse E.
Ou seja, S é o cilindro (obliquo) de base E e geratriz r. (Veja
a figura (17.130).)

Figura 17.130: Nesta ilustragdo usamos d = —5/2.

Exemplo 17.2.4. Vejamos, agora, o(z,y,z) = 22 + 3y? + 22 +
dxy + 22z + 4yz e fagamos

@ =24+ 3y> + 2%+ day + 222 + dyz
= (2% + 4oy + 222) + 3y% + 22 + 4yz
=(x+2y+2)2 - 2y+2)?+3y%+ 22 +4yz
=(x+2y+2)2—4y? — 2% —dyz+ 3%+ 22 +4yz

=s2—9y% com s=zx+2y+ 2.

Portanto, a forma quadratica ¢ é indeterminada e sua superficie
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de nivel esta representada por

2~y =d

e para:

d=0 —

d#0 —

(s+y)(s—y) =0 e assim,

O=s+y=xz+3y+=z Iy :x+3y+2=0
=
O=s—y=xz+y+=z I:x+y+2=0

Os planos II; e Il; representam a superficie cuja I1; N1ls é a

reta g, dada por g : (2,0, —x),z € R.

a superficie S, representada por ¢(x,y, z) = 0, corta o plano
z = 0 segundo a curva (z +2y)? —y? = d = 22 + 4oy +
3y? = d, que ¢ uma hipérbole H. O ponto P = (x,y,2) € S
se, e somente se, (r + 2y + 2)? —y? = d, isto &, se Py =
(x 4+ z,9,0) € H. Mas como P = Py + ¥, com ¥ = (—2,0, 2)
e o ponto (—z,0,2) € g, temos que a superficie de nivel
o(z,y,2) = d, Vd # 0 é um cilindro (obliquo) de base H
e geratriz g, formado pelas retas paralelas a g, tiradas por

pontos H.

Exemplo 17.2.5. J4 para o(z,y, 2) = 22 +y? + 422 4+ 20y — 4oz —

4yz, temos

0 =224 y? + 422 + 22y — 4wz — dyz
= (22 + 2oy — 422) + 3% — 422 — 4y2
=(x+y—22)2— (y—22)% + 9y + 422 — 4yz
=@+y—22) -y —4z" +4yz+y° + 4z — 4dyz
(T 4+y—22)" —y* — 42 +dyz + y* +42° — 4y

=352 com s=x+y— 22

Notamos que para ¢(zx,y, z) = d, se:

(272
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d=0 — éoplano x+y — 2z =0;

d >0 — um par de planos paralelos  +y — 2z =Vd ez +y — 2z =

—Vd,

d <0 — vemos que s2 =d = (z +y — 22)? = d nio tem solucdo, e

assim o conjunto que representa ¢ = d é vazio.

(Veja as figuras (11.5), (11.6) e (11.7).)

L

—aae === L___‘J v
T

Figura 17.131: d = Figura 17.132: d > Figura 17.133: d <

0. 0. 0.

17.3 Resumo
Nesta aula, vocé aprendeu que dada uma forma quadratica
o(z,y, 2) = Az*+By*+C2*4+2Dxy+2Fx24+2Eyz = d, com d constante,

podemos associar a quadricas centrais estudadas na Aula 16.

17.4 Atividades

1. Completando os quadrados, identifique as superficies de nivel

definidas por cada uma das equagOes a seguir:

(a) 2% +y? + 22 = 25;
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(b) 322 + 2y% + 322 + 222 = 2;
(c) y? 4222 4+ 2V/3yz = 0;
(d) —5y% + 22y — 8zz + 2yz = 0;
(e) 322 + 322 + 4xy + Sxz + 4yz = 1.
2. Nesta atividade, faga o mesmo procedimento da anterior, po-
rém, para as formas quadraticas que seguem:
(a) 322 + 2y + 322 + 222.
(b) —5y? + 2zy — 8xz + 2yz.
(c) 422 + 3y? — 2% — 120y + 422 — Syz.

(d) —a? —y? — 722 + 162y + 822 + Syz.

17.5 Comentario das atividades

Se voceé resolveu a atividade 1, entdo entendeu como podemos clas-
sificar algumas das equagoes da forma ¢(z,y,z) = d (com ¢ uma
forma quadrética e d uma constante real fixada). Ja na atividade
2, se a resolveu, aprendeu com os exemplos do texto a classificar as
possibilidades em que deixamos a equagao na forma ¢(x,y, z) = d,
com d um numero real fixado.

Em caso de dificuldades, retome os contetidos desta aula e nao
se esqueca de consultar o tutor desta disciplina. Também ¢é funda-

mental discutir os contetidos com os seus colegas de curso.
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