Aplicacoes de Trans-
formacoes Lineares

META
Apresentar alguns exemplos de
transformacbes lineares e suas

propriedades.

OBJETIVOS
Ao final desta aula, o aluno devera
reconhecer alguns exemplos de

transformacoes lineares.

PRE-REQUISITOS
Ter compreendido o conceito de

transfomacao linear estudado na

aula anterior.
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20.1 Introducao

Ol4, caro aluno! Nesta aula, conheceremos trés aplicacoes das
transformacdOes lineares. A primeira refere-se a uma aplica¢do na
Fisica, especificamente na reflexdo de raios de luz em espelhos pla-
nos. No segundo exemplo, estudaremos uma técnica, muitas vezes
usada intuitivamente, para projetar para o plano objetos que es-
tdao no espago. Ja no dltimo exemplo, verificaremos que através do
auxilio de uma transformacao linear é possivel construirmos um
método de codificar mensagens para serem compreendidas apenas

pelo emissor e pelo receptor.

20.2 Aplicacoes a Optica

Consideremos um feixe de raios paralelos (cuja dire¢ao pode, por-
tanto, ser dada por um vetor) que se reflete em espelhos planos.

Vamos observar a situagao mais simples possivel: a propagagao
se da no R? (isto ¢, estamos observando o fenémeno de perfil) e o
espelho esta colocado no eixo horizontal, como ilustrado na figura
a seguir.

Dado um raio de luz incidente na dire¢do do vetor ¥ = (a,b), em
que direcao (c,d) estara o raio refletido? Antes de respondermos
& pergunta anterior, vamos relembrar um pouco sobre as leis que

regem a reflexdo da luz em um espelho.

(I) O raio de luz incidente, a reta normal ao espelho, o ponto de

incidéncia e o raio refletido estdo no mesmo plano.

(IT) O angulo entre o raio incidente e a reta normal ao espelho é

o mesmo que o angulo entre a reta normal e o raio refletido.
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(III) Supondo que o espelho seja perfeito, isto ¢, nao ha absorcao
da luz, a luz se reflete com a mesma intensidade que tinha

na incidéncia.

Observagao 30. Munidos dessas leis, para o nosso caso, nao preci-
saremos nos preocupar com (I), pois a propagagdo acontece sobre
um plano. Se o comprimento do vetor indicar a intensidade da luz,
(III) entao o vetor refletido tera o mesmo tamanho que o incidente.
Juntando estas informagoes com (II), implica que ¢ = a e d = —b,

ou, em forma matricial

E assim, concluimos que um espelho plano atua sobre os raios
luminosos como uma transformagao linear R (na verdade, uma

reflexdo em torno do eixo—x).

Vamos estudar a matriz associada a um espelho numa posicao
um pouco mais geral (veja a figura (20.149)), ou seja, formando

um angulo 6 com o eixo—z.
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Figura 20.149: 0 é o angulo entre o eixo—z e o espelho.

Note que as retas (raios luminosos) que seguem a dire¢ao dos
vetores da base canonica do R2, 7 = (1,0) e j = (0,1) sao refletidas

sobre o espelho, como ilustradas nas figuras (20.150) e (20.151).

Colocando os vetores refletidos em coluna, obteremos a matriz da

YA
j=on g
v %— g
(cos2f,sen28) 2 -
A} n —x
A '\‘ ?—29
AR
|=r—1 o “x ccostg-—zﬁa. —sent;—zﬂ;.\
=(sen28, -cos2f)
Figura 20.150: Reflexao do Figura 20.151: Reflexao do
raio de luz na direcio 7. raio de luz na direcio j.
transformacao.
cos26  sen26
sen 20

— cos 20
Havendo mais de um espelho, como proceder neste caso? Sim-

plesmente aplicando sucessivas transformacgoes associadas a cada

3 12,
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angulo que cada espelho faz com o eixo—z.

Exemplo 20.2.1. Um feixe de luz se propaga na direcao do vetor

(1, —1) refletindo nos espelhos da figura (20.152):

Figura 20.152:

Em que direcio estaré o feixe apos as reflex6es? Para respon-

5
der, faremos 6, = % ey = o e ainda

Ry, : R2 — R? cos 20y sen 26,

com M; =
7  — Ry (9)=M7T sen20; — cos20;
Ry, : RZ2 — R2 cos 20y  sen 20,
com My =
U — Ry, (@) = Myu sen 20y — cos 26,
Desta forma, se ¥ = (a,b) e 4 = (¢, d),
1 3
o 2 2 a
Rz (a,b) G 1 , e
2 2
_ 2 2
R%w(c, d) 5 L .
2 2

E assim, o vetor é refletido primeiramente com a transformacao

R% e, logo em seguida, por R%.
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Concluimos que o feixe estard na direcao do vetor (_1_‘/5, 1_2\/§>

20.3 Projecao do espaco tridimensional no

plano

Vocé ja se perguntou como funcionam os jogos em 3D e como sao
feitos os filmes de animacio computadorizada também em 3D? E
bem provavel que sim, j4 que eles fazem parte da realidade de
muitos jovens e sao capazes de dispertar a curiosidade sobre o seu
funcionamento e producao.

Agora, vamos conhecer um pouco sobre uma das técnicas que
enganam nossa intuicao e nos fazem imaginar que figuras que estao
no plano aparentam ser tridimensionais.

Quando vemos um objeto tridimensional representado(desenhado)
numa folha de papel ou mesmo no computador, trata-se de uma
mera ilusdo para ajudar em nossa intuicao, mas, na verdade, tanto
o plano(papel) quanto a tela do computador(ou da televisao) sao
todos bidimensionais, ou seja, tém apenas 2 dimensdes e podem ser
representadas por um plano cartesiano (como na Aula 2). Porém,
para possibilitar essa representacdo de um objeto em 3D, é neces-
saria uma proje¢ao no plano. Esta técnica (ou similar) é bastante
usada em boa parte dos programas de computador a fim de criar
imagens tridimensionais e também intuitivamente ao desenharmos
a mao no papel.

Comecemos ilustrando a técnica em um tinico ponto P. Sejam

P = (x0,Y0,20) € U = (v1,v2,v3) um vetor fixado. Chamaremos
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v de o vetor de visao, ou seja, é como se o observador estivesse

olhando na dire¢ao de U.(Veja na figura (20.153).)

‘A

Figura 20.153: Vetor de visdo .

Considere agora [ uma reta com a dire¢do de ¥ passando por
P, ou seja,
l:P+tv.
Na forma parametrizada, seria
To + v1t
l: Yo + vat
zo + v3t
Agora, vamos escolher um plano para projetar o ponto P. Para

simplificar nossa vida (nossos célculos), escolhemos o plano z = 0.

Deste modo, fagamos
20
zZot+uvst=0 = t=—— Yuz#0.
v3

Perceba que para o observador ver a figura no plano, ele devera

estar acima ou abaixo desse plano, o que sugere vs # 0. No caso
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em que vz = 0, devemos escolher outro plano para a projecdo e
nao o plano z = 0.

Com isso, a proje¢ao do ponto P seré o ponto P, como

P = <xg + vp <_ZO> Yo + U2 <—ZO>> . (20.1)
V3 (%

Vamos & pratica tomando um cubo de arestas com compri-

mento 1 no R? e cujos vértices sio dados por

Vi =(0,0,0) V5=(0,0,1)
Vo =(1,0,0) Vg =(1,0,1)
Vs =(1,1,0) Vz=(1,1,1)
Vi=(0,1,0) Vg=(0,1,1)

Figura 20.154: Cubo com vértices contidos no espago.

Definimos uma transformacao Ty : R? — R? por

Ty(z,y, 2) = <x+v1 (;j) Y+ vg (;;)) (20.2)

com ¥ = (v1,ve,v3) fixado e vz # 0.
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Para cada vértice, tomando ¥ = (1,2,1), temos a transforma-
cao
Tg(x,y,Z) = (‘T — Y- 22) :

E as imagens dos vértices projetadas no plano z = 0 sdo dadas por

TU(Vl) = (O’O) TH(VS) = (*17 *2)
TE(VQ) = (170) Tﬁ’(vfi) = (07 _2)
T5(Vs) = (1,1) Ty(V7) = (0,—1)
Tﬁ(‘/zl) = (Oa 1) TH(VS) = (*17 *1)
v
T, Ts
T B -
Tg T,
Te Ts

Figura 20.155: Cubo projetado no plano z = 0, com vértices T; =
T3(Vi), sendo i =1, .., 8.
As imagens dos pontos Vi, Va, V3 e V4 ja eram esperadas, pois

todos esses pontos ja pertencem ao plano z = 0.

20.4 Codificando mensagens

Constantemente, enviamos e recebemos mensagens. Mas o que

deveriamos fazer para que a mesma mensagem fosse lida (ou en-

;“:3 17,
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tendida) apenas pelo destinatéario?

Durante o perfodo de apogeu do Império Romano, os romanos
j& usavam uma técnica similar para enviar mensagens aos campos
de batalha. Existem diversas técnicas para codificar mensagens,
as mais atuais sao usadas no envio de mensagens eletronicas (e-
mail) ou mesmo para acessarmos uma conta no caixa eletronico do
banco.

Vamos conhecer uma técnica similar, mas que envolverd um
pouco do seu conhecimento de produto entre matrizes. Primeira-
mente, vamos associar as letras do alfabeto aos nimeros, segundo

a correspondéncia abaixo:

QR[S |[T|U |V WX |Y | Z
16 |17 | 18 |19 [ 20 | 21 |22 | 23| 24 | 25

Vamos supor que nossa mensagem seja “EU TE AMO” (Origi-

nal, nao?) e, a partir dela, vamos formar a matriz 3 x 3 assim:

E U -
T E -1,
A M O

que usando a correspondéncia numérica anterior, e fazendo o es-

paco vazio corresponder ao nimero zero, fica

5 20 O
19 5 0
1 12 14
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Agora, seja C' uma matriz qualquer 3 x 3 invertivel, por exemplo:

-1 1 3
0o -1 1
2 -1 0
Efetuando o produto
5 20 0 -1 1 3 -5 =15 35
M-C=119 5 0]-|]0 -1 1|=]-19 14 62
1 12 14 2 -1 0 27 =25 15

Transmitindo a mensagem que serd a seguinte sequéncia de nime-

ros
-5 =15 35 —-19 14 62 27 =25 15

Quem receber essa mensagem podera decodifica-la através da mul-

tiplicacao pela matriz inversa de C, isto é,
(M-C)-C'=M

e depois, basta passar da matriz numérica para as letras usando a
associacao inicial.

Na linguagem de Transformacoes, podemos codificar uma dada
mensagem de m letras, com m = n? n € Z. Seja Mu(R) o
conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n com entradas

reais, e

Tp: Mu(R) — My(R)
M — T,(M)=M-C

[Codificando uma mensagem)|

e aproveitando a oportunidade, definimos

T : Mp(R) — My,(R)

[Decodificando uma mensagem|
N — T/(N)=N-D

;“:3 18]
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com D =C~ 1.

Note que se vocé quisesse enviar a mensagem “ESTOU APREN-
DENDO”, com 16 caracteres (incluindo o espago vazio), nao seria
possivel usar uma matriz 3 x 3 ilustrada anteriormente. Vocé de-
veria usar uma matriz 4 X 4, no minimo. J4 no caso da mensagem
“UNIVERSIDADE ABERTA DO BRASIL”, que tem 29 caracteres,

devemos usar uma matriz 6 x 6.

UNT V ER
E S T O S I DA DE
Uu - AP — A B ERT
R E N D ’ A - DO — B
E N D O i R A S T L -

6x6
20.5 Resumo

Nesta aula, vocé conheceu mais trés aplicagoes das transformagoes
lineares. A primeira foi uma aplicacio a Optica, uma técnica para
projetar objetos de 3D em 2D, e a segunda um método de codificar

mensagens.

20.6 Atividades

1. Um espelho plano esta apoiado em uma parede vertical for-
mando um angulo de 30" com ela. Se um feixe de luz de raios
paralelos for emitido verticalmente (do teto para o chao), de-

termine a dire¢do dos raios refletidos.

2. Use ¥ = (1,2,1) como vetor de visao e, usando o mesmo
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método para projecio de um ponto no R? para o R?, faca o
que se pede a seguir.
(a) Calcule e esboce as projecoes:
i. do ponto P = (1,0,1);
ii. daretar: (1+¢2t,14+1),teR;

iii. do triangulo constituido pelos pontos P; = (1,0, 0),

P, =(0,1,0) e P, = (0,1,0);

(b) O que aconteceria com cada uma destas imagens se nes-

tas projecoes usarmos o vetor de visdo, ¥ = (1,0,1)?
3. Os itens a seguir dizem respeito a se¢ao (20.4).

(a) Voceé recebeu a mensagem

22 —-19 29
—-15 16 51
-3 -6 95

Utilizando a mesma chave C, traduza a mensagem.

(b) O inimigo descobriu sua chave. O seu comandante manda

vocé substituir a matriz por

1 1 -1
11 0
0 0 2

Vocé transmite a mensagem “ATACAR” a ele (ja codi-
ficada). Porque nao lhe serd possivel (o comandante)

decodificar a mensagem?

(c) Escolha uma matriz-chave que permita codificar pala-

vras até 25 letras. Codifique e decodifique a vontade!
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20.7 Comentario das atividades

Se vocé resolveu a atividade 1, entao entendeu a aplicacao de trans-
formagoes lineares proposta na se¢ao (20.2). Na atividade 2, vocé
deve ter usado a transformacdo definida na segao (20.3) e na 3,
vocé entendeu como codificar e decodificar mensagens usando uma
transformacao linear cujos elementos do dominio sdo matrizes.
Caso tenha maiores dificuldades para resolver as atividades,
retome os assuntos discutidos durante esta aula. Lembre-se de que
vocé podera tirar suas davidas com os tutores, eles sempre estarao
a sua disposicdo. E ndo se esqueca de discutir as questoes com
seus colegas, pois essa pratica também contribui para a interagao

entre voceés.
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