Aula 20

TEORIA CINETICA DOS GASES

META

Introduzir os conceitos relativos a Teoria Cinética dos Gases.

OBJETIVOS

Ao final desta aula, o aluno devera

idescrever o modelo molecular do gés ideal;

enunciar a lei da equiparticdo da energia;

e utilizar a lei de distribuicao de Boltzmann para calcular velocidades médias e livre
caminho médio.

PRE-REQUISITOS
Algebra, vetores, leis de Newton, conservagao da energia.

Frederico Guilherme de Carvalho Cunha



Nos capitulos anteriores nés discutimos as propriedades de um gas
ideal utilizando variaveis macroscopicas, tais como a pressio, o volume
e a temperatura. A este estudo demos o nome de Termodinamica. Nesta
ultima aula teremos um vislumbre de um ramo de extrema importancia na
fisica: a mecanica estatistica. Veremos que estas propriedades macroscopicas
podem ser relacionadas com uma descrigao microscopica, onde a matéria
¢ tratada como uma colegao de moléculas. Aplicaremos as leis de Newton
de uma maneira estatistica para uma cole¢ao de moléculas e veremos como
¢ possivel obter uma boa descri¢ao das grandezas termodinamicas a partir
das grandezas estatisticas. Limitar-nos-emos ao estudo dos gases, onde as
interagoes entre as moléculas sao basicamente despreziveis. O modelo que
descreve o nosso gas ideal recebe o nome de teoria cinética e assume que as
moléculas do gas se movem de maneira aleatéria, colidindo entre si e com
as paredes do seu invélucro. Finalmente, seremos capazes de compreender
o conceito de temperatura a partir de uma base fisica.

Baloes de ar (Fonte: http://www.gettyimages.com).

Estamos chegando ao final de nosso curso. Tenho certeza que alguns
de vocés tiveram um pouco de dificuldade, mas isso ja ¢ esperado, pois a
Fisica nao ¢ simples. Espero que tenham podido apreciar até agora o que
ha de interessante e que os conceitos tenham servido para uma maior
abrangéncia de suas idéias. Hoje veremos um capitulo da fisica que é muito
bonito, mas também complexo. Como nas outras aulas, discutiremos os
conceitos pausadamente e nao ultrapassaremos o nivel de complexidade
exigido para um curso de formacao de bidlogos.



Imagine uma garrafa de refrigerante vazia. Coloquemos uma tampa
para veda-la. A pressao interna na garrafa ¢ igual a pressio atmosférica, a
temperatura ¢ igual a ambiente; trata-se de um sistema em equilibrio ter-
modinamico. Agora nos perguntamos:

- O que ha dentro da garrafa?
- O que € a pressao?
- O que ¢é a temperatura?

Para responder a estas indagacGes vamos propor um modelo. Propore-
mos que dentro desta garrafa existe uma quantidade de moléculas fixo.
Sabemos que na atmosfera existe uma mistura de gases, sendo a maior
parte composta de nitrogénio e oxigénio. Para tornar o modelo mais simples
vamos impor algumas restrigoes, assim como foi feito para o gas ideal:

1. O gas é composto de um numero N muito grande de moléculas, todas
elas iguais com uma massa molecular 7 e um tamanho desprezivel quando
comparado com a distancia média entre elas (condicao do gas ideal);

ii. As moléculas se movem de acordo com as leis de Newton;

iii. As moléculas s6 interagem quando colidem umas com as outras ou con-
tra as paredes do invélucro. Todas as colisoes sao perfeitamente elasticas;
iv. Cada molécula pode ser descrita em um dado instante pela sua posicao e
pela sua velocidade (vetores). Estas posi¢oes e velocidades sao distribuidas
aleatoriamente, o que permite o uso dos métodos elementares de proba-
bilidade;

v. Assumiremos por fim que o invélucro tem um formato cubico com sua
aresta medindo L metros.

Vamos comegar obtendo uma visualizagao do que é pressao. Veja este
balao abaixo:




Nao se trata de um balao de gas, mas de um balao daquelas festas de
aniversario que vocé mesmo encheu com o ar dos seus pulmdes. Encheu
de ar! (uma mistura deles) Vocé forcou o ar a entrar no balao e como con-
sequéncia as paredes se esticaram e ele aumentou de volume. Depois de
muito pouco tempo a temperatura interna se iguala a externa e o sistema
entra em equilibrio, mas agora as paredes estdo esticadas. Por qué? Pegue
um baldo vazio e estique com suas mios. F necessario algum esforco, o
que significa que algum trabalho tem que ser realizado. E como explicamos
este baldo esticado? Quem estd realizando trabalho? Se vocé entendeu
a pergunta entdo provavelmente ja imaginou a resposta: as colisdes das
moléculas contra as paredes do balao. Quando elas colidem elasticamente
com a parede elas mudam a sua trajetéria. Esta mudanga de trajetéria (que
¢ uma quantidade vetorial) é causada por uma forga e a terceira lei de New-
ton nos diz que outra for¢a de mesmo moédulo, mas em sentido oposto é
aplicada sobre a parede. Entdo cada vez que uma molécula bate na parede
do baldo uma forga ¢ aplicada sobre a parede no sentido de esticar o balao.
Quando aumentamos o numero de moléculas aumentamos o nimero de
colisdes com as paredes, aumentando assim a forga sobre as paredes que
se esticam. Podemos concluir entdo que a grandeza macroscépica pressio
¢ causada pelas colisdes moleculares com as paredes. Vamos colocar um
pouco de matematica para ficar mais interessante. Veja abaixo a nossa caix-
inha colocada sobre um sistema cartesiano de coordenadas:
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Neste desenho apresentamos apenas trés moléculas com os respectivos
vetores velocidade. A molécula central mostra também a componente x da
velocidade, pois em trés dimensoes temos:

V=00 +v,]+ vk

Mostramos apenas a componente X porque é a perpendicular a parede
onde ela vai colidir em pouco tempo. Para facilitar a visualizagio mostramos
abaixo a molécula antes e depois da colisio em duas dimensoes (assumindo
que a componente z seja nula):

%

Agora vemos que o vetor velocidade nao teve alteracao no seu moédulo.
A componente vertical da velocidade inicial também ndo se alterou, mas
a componente horizontal teve seu sentido invertido. Podemos agora, uti-
lizando a segunda lei de Newton calcular a for¢a que foi necessaria para
inverter esta componente e que, pela terceira lei de Newton, corresponde
a forga sentida pela parede. Como apenas a componente x da velocidade é
modificada podemos escrever:

— Av,
F=ma= mAt = m(_vx - (vx))/Atcoliséo = —2muy /At orisao
colisédo
Podemos imediatamente notar que a forca que a parede sofre (e a
pressao) depende da velocidade e massa molecular. Para que esta molécula
sofra a colisio nesta parede, colida contra a parede oposta e colida nova-

mente com esta parede é necessario um tempo dado por

Atviagem = 2L /vy



Vamos agora fazer uma pequena gindstica. 7 , € o tempo gasto du-
rante a colisdo. A for¢a que mencionamos nao tem um valor fixo: no inicio
da colisio ela tem um valor minimo que aumenta até a metade do tempo
e depois diminui até zero quando a molécula perde contato com a parede.
Este tempo ¢ diferente de zero e a forca que mencionamos ¢ a for¢a média
neste intervalo de tempo. Como esta molécula nio sofre outras colisdes
com esta parede antes da viagem de ida e volta, entdo podemos estender
o tempo de colisao até o tempo de viagem (muito maior) porque a forca
neste tempo em que a molécula nao interage com a parede ¢ nula. Assim
podemos escrever:

—2mv, _ —2mv, —mvg
Atviagem ZL/vx L

F =

Note que esta ¢ a for¢a que atua sobre a molécula. Seu sinal negativo
indica que ela aponta para a esquerda (da figura do cubo). Pela terceira lei
de Newton, a forca que atua sobre a parede é:
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Esta forca ¢ muito pequena, pois a massa molecular ¢ muito pequena.

Se a area do cubo é macroscopica, como explicar a pressao? Simples: nao
temos apenas uma molécula, temos N moléculas, cada uma com sua velo-
cidade e que em algum instante colidira com esta parede. Podemos entao
medir a for¢a macroscopica e dai a pressio macroscopica em termos das
grandezas microscopicas:
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Como temos um numero assombroso (1023) moléculas de gas, a todo
instante existe algumas moléculas atingindo as paredes, o que torna a nossa
forca média apenas a prépria forca, F'=F.

Para obter um entendimento mais refinado desta relagao entre grande-
zas macro e microscopicas, vamos utilizar algumas ferramentas da estatistica
basica. Comegamos calculando a média das velocidades ao quadrado (que
¢ diferente do quadrado das velocidades médias!):

Podemos entdo escrever a for¢a sobre aquela parede:
m

F:LNE



Até aqui nés s6 levamos em considera¢ao a componente x da forga,
mas cada uma das moléculas tem componentes nas trés dire¢des. Podemos
utilizar o teorema de Pitagoras para relacionar os vetores velocidade de cada
uma das moléculas com seus componentes:

v: =vi+v) +v?

Utilizando novamente a defini¢do estatistica de média, podemos es-
crever: — S S
2 — 4,2 2 2

Ve =0y + vy + Vg

Esta muito bonito e arrumado, mas devemos lembrar que a escolha dos
eixos foi arbitraria e as velocidades estio distribuidas aleatoriamente. Nao
deve haver portanto qualquer diferenca entre as médias das componentes
levando entio a:

v2 = 3v?
E, como conseqiiéncia:
m —
F = —Nv?

3L

Finalmente chegamos a expressao da Pressio:
b F_ mNvZ 2N 1
A 313 372

Concluimos entdo que a pressiao depende do numero total de moléculas,

mv?)

do volume do invélucro e da energia cinética média das moléculas. Este
resultado pode ser utilizado para se obter um melhor entendimento sobre
o que é a temperatura. Utilizaremos agora a equagao de estado do gas ideal
de uma forma ligeiramente modificada:
PV = nRT = NkT

Onde n é o nimero de moles de gas, R é a constante dos gases, N é o
numero de moléculas e k é a constante de Boltzmann, que vale 1,3806 x10-
23 J/K. Substituindo entio a equa¢ao de estado na definiciao da pressio,
obtemos:

T = —(zmv?)

Este resultado nos da a relagao direta que existe entre temperatura e ve-
locidade das moléculas: um aumento de temperatura equivale a um aumento
da velocidade média o que leva a um aumento da pressao. Reescrevendo
esta equagao obtemos:

(E mvz) T 2T



Isto nos indica que a energia cinética média de cada molécula é dada
por 3/2 de k/T. Lembrando agora que esta velocidade média pode ser
dividida entre suas componentes, obtemos:

1 - —= — 3k
2 2 2\ —
—-—m\vs + v, + v = —
2 ( X y z ) 2T

Pela mesma argumenta¢ao que usamos sobre a aleatoriedade das ve-
locidades, podemos escrever:

1
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Emvx = EkT

E o mesmo ¢ valido para as componentes y e z. Isto nos diz que cada
grau de liberdade contribui com uma quantidade de energia igual a KT/2.
Este resultado é conhecido como o teorema da equiparti¢ao da energia:

Cada grau de liberdade translacional contribui para a energia do sistema.
Este nimero aumenta quando a molécula pode vibrar ou girar.

Estes resultados nos permitem calcular a energia interna de um gas
composto de N moléculas monoatomicas:

U—3NkT
2

Este resultado importantissimo para a fisica nos mostra que a energia
interna de um gas depende apenas da sua temperatural

Até agora nés s6 consideramos valores médios para a energia das
moléculas em um géas, mas ainda nio verificamos como ¢ a distribuicao
desta energia entre as moléculas. O movimento real das moléculas é muito
caodtico e as moléculas colidem umas com as outras a uma taxa quase
inacreditével de 1.000.000.000 colisdes/segundo! Cada colisio resulta em
mudangca de velocidade e direcdao e tudo o que temos até agora ¢ a média
das velocidades ao quadrado. Podemos, no entanto obter uma medida da
média das velocidades que ¢ dada pela »_ :

— !3kT
Urms = \/U_ = m

Onde rms significa raiz quadratica média. A pergunta que fica no ar
¢ a seguinte: quantas moléculas possuem alguma caracteristica (energia,
velocidade, etc.) dentro de certos limites em relacdo ao nimero total de
moléculas? Esta pergunta corresponde a uma pergunta do tipo: quantos
alunos desta turma (de 50 alunos) tém uma massa corporal entre 55 e 56
kg? A resposta ¢ um tanto espinhosa e recebe o nome de funcio de dis-
tribuicao 7 (E)dE. Esta fungio de distribuigdo € definida como sendo o



numero de moléculas por unidade de volume que tem energia entre E e
E+dE. E importante notar que o quociente entre o nimero de moléculas
neste intervalo de energia e o nimero total de moléculas ¢ exatamente a
probabilidade de que uma molécula em particular tenha tal energia.

No caso mais geral possivel, esta fungao de distribuicao é dada pela
funcao de Boltzmann:

ny(E) = nge E/KT

Onde 7, é o nimero de moléculas cuja energia varia entre 0 e dE.
Parece horrivel? Pode e vai piorar, mas no final tera valido a pena. Tenha
paciéncia! Do caso mais geral passamos para o nosso sistema em particular
onde estamos interessados na distribuiciao de velocidades moleculares. Esta
funcao de distribuicao foi obtida teoricamente por James Clerk Maxwell no
século dezenove. Esta fungao de distribuicao foi posteriormente refinada
por Ludwig Eduard Boltzmann:

Nao vamos tentar deduzi-la aqui, pois a matematica necessaria é muito
sofisticada, mas seu resultado precisa pelo menos ser citado:

m
N, = 4nN(m)3/2vze—mv2/2kT

Esta expressao, apesar de horrivel, é fantasticamente util para a fisica
de muitos corpos. Vamos tentar entender o que ela nos diz. Ha poucos
minutos discutimos como contar o nimero de moléculas que se encontram
com a energia entre dois valores: E e E+dE, onde dE é um intervalo de



energias muito pequeno. De maneira anéloga, o nimero dN = N dv nos
diz quantas moléculas se encontram (a uma dada temperatura T) com sua
velocidade entre v e »+dp. Pense em um baldo novamente, este numero pode
nos dar, por exemplo, o nimero de moléculas cujo médulo da velocidade
se encontra entre 250 e 260 m/s. Trata-se entdo de uma multiplicagio
desta fungdo de distribuicdo pelo intervalo. Como tratamos de grandezas
infinitesimais, para obter um numero real precisamos de uma integral, que
corresponde 2 drea sobre uma curva que ¢ dada por N
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Neste grafico ¢ mostrada a curva descrita pela distribuicao de Maxwell-
Boltzmann e, em azul, podemos ver o produto N d». Podemos ver também
trés pontos marcados como 1, 2 e 3. Eles estao relacionados a grandezas

ST L . , . 3kT kT
médias. A unica delas que vimos até agora foia v, = |[— = 1,73 |—.
’ m I m

Precisamos agora definir quem sio as outras. Nao vamos nem tentar obter
os valores, mas, através da funcao de distribuicao de Maxwell-Boltzmann

podemos obter o valor da velocidade média: & = ’ = 1,60 j: e final

mente a velocidade mais provavel: v, = [—=1, 41 . Com estes valores
m m

podemos identificar os trés pontos do grafico com estes trés valores da
velocidade e estabelecer que v > v > vmp.

Sabendo agora como a velocidade molecular se distribui a uma dada
temperatura, s nos resta observar como esta distribuicdo se comportara
com uma variagao na temperatura. Na figura abaixo ilustramos esta de-
pendéncia para quatro valores de temperatura onde T, <T,<T,<T



Como era de se esperar, o aumento da temperatura produz um aumento
das velocidades médias das moléculas, onde a maior parte delas se concentra
em torno da velocidade média. Note que esta concentracao diminui com
o aumento de velocidade, ou seja, aumenta a dispersao das velocidades.

Com esta aula terminamos nosso curso de Fisica Basica. Nenhum
exercicio foi proposto porque o objetivo da aula é dar ao aluno um vis-
lumbre de um mundo diferente, onde a matematica e o poder da abstracao
sao fundamentais para a compreensao. Sao centenas de anos e milhares de
pesquisadores envolvidos neste ramo da fisica estatistica, trabalhando para
melhorar nossa compreensio sobre o mundo em que vivemos. Até breve.

Nesta aula sao abordados os seguintes topicos:

- Funcio de distribuicao de Boltzmann e de Maxwell-Boltzmann;

- Correlagao entre grandezas termodinamicas (macroscopicas) e estatisticas
(microscopicas);

- Teorema da equiparticio da energia;

Distribuicao de velocidades de Maxwell
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