Propriedades térmicas
dos gases 1: equacoes

de estado

META

Generalizar o formalismo de mecénica
estatistica cldssica visto na aula passada
para obtencao das equacoes de estado de

gases reais.

OBJETIVOS

Ao fim da aula os alunos deverdo ser
capazes de:

Entender a modelagem de gases reais.
Compreender o conceito da fungao de
grande particao.

Obter equacoes de estado usando esta
funcao.

Resolver problemas envolvendo estes

conceitos.

PRE-REQUISITOS
Aulas anteriores e calculo diferencial e

integral.
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6.1 Introducao

Prezado aluno, apresentamos na aula anterior conceitos de me-
canica estatistica classica. Que tal agora usarmos estes conceitos
para estudarmos sistemas classicos? E justamente isto que iremos
fazer nas proximas duas aulas, explorando propriedades térmicas
(termodinamica) dos gases.

Nesta aula iremos estudar as equacoes de estado (rever sec.

2.2) para o gas ideal e para gases reais (aproximagoes).

6.2 Gas ideal

Sabemos que a entropia de equilibrio estatistico ¢ (rever ativ.

5.1)

U Z

Considerando o nimero de particulas constante, dN = 0, e difer-

enciando esta equacao, temos

au U

Agora podemos multiplicar esta equacao por T e lembrar da re-

lacao entre calor e entropia d@ = T'dS. Com isso, obtemos
U
dQ = dU — de—{_ NkpgTdln Z.

Pela primeira lei da termodinamica temos d@) = dU + PdV. Logo,
encontramos

NEkpTdlnZ = %dT+ Pdv.

Portanto, concluimos que

U:Nk;BT2§T1nZ, (6.1)
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0
P = NkyT 5 n 2. (6.2)

Note que a eq. (6.1) é equivalente & eq. (5.23).
Na aula passada, calculamos a fun¢do de particdo de um gas

ideal |eq. (5.27)], que é
Z =V (2rmkpT)>/?,

e mostramos que

U= ;NkBT, ou U= SNRT. (6.3)

Usando a eq. (6.2), encontramos
PV = NkpT, ou PV =NRT, (6.4)

que é justamente a lei do gas ideal. As eq. (6.3) e (6.4) sao as

equagoes de estado para um gés ideal.

6.3 Gases reais

No tratamento de gases reais classicos, devemos considerar as
interacoes intermoleculares e as dimensoes finitas das moléculas.
Como as forcas entre as moléculas sao de alcance curto, quanto
mais diluido for o gés real, mas préximas serao suas propriedades
das de um gas ideal. A concentracdo (inverso da diluigao) do gas
pode ser quantificada pelo numero de particulas por volume N/V.
Sendo assim, podemos considerar a seguinte aproximacao para um
gas real muito diluido

NkpT

P~ .
Vv

Podemos imaginar que quanto menor a diluigdo (maior a concen-

tragao), temos que considerar termos de ordem superior de N/V,




*A denominagao virial
¢ referente ao teo-
rema do virial visto
em mecanica de um
sistema de  muitas

particulas interagentes

[1].
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ou seja, devemos levar em conta a seguinte expansao polinomial

NkgT ~ N?> N3 N4
= LA A B + O

P
v vz Ty Ty

(6.5)

sendo esta a equagao de estado de um gasreal. A, B, e C dependem
de cada gas e sdo chamados, respectivamente, de segundo, terceiro,

quarto, ..., coeficientes do virial*.

Até aqui, fizemos uma abordagem qualitativa. No entanto,
usando os métodos de mecéanica estatistica, é possivel estimar os

coeficiente do virial para alguns casos particulares.

6.3.1 Energia total de um sistema de particulas iso-

lado

Em geral, a energia total de um sistema isolado de particulas in-

teragentes é

B({p, i}y = K@) + D UG T).

1<J
Simplificando a notacao, temos

2
. b;

sendo a energia cinética da particula i com momento p; e
Uij = U(T5, 7))

sendo a energia potencial ocasionada pela interacao entre a particula
i, com posicao 7, e a particula j, com posicao 7;. Com isso, es-
crevemos

(6.6)

E = ZICz —I—Zuij.

1<j
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O somatorio em i < j é para evitar termos de autointeragao (i # j)
e a contagem de termos repetidos, pois a interagdao da particula ¢
com a j ¢ a mesma da j com a %, ou seja, U;; = U;;. Sendo assim,
Zuij =Up+Uz+ - +U3z+---.
1<j
Perceba que a energia total do sistema nao é a soma da ener-
gia de cada particula isoladamente, pois a energia potencial é um
termo que depende das particulas dois a dois. Sendo assim, temos
que adaptar o formalismo estatistico visto na aula passada para

levar em conta esta situacao.

6.3.2 Funcao de grande particao

Como visto na aula passada, para um sistema de particulas
idénticas e ndo interagentes, substituindo a eq. (5.18) na eq.

(5.17), obtemos

Z = /Ooo de’/d?’F/ d3ps[e — (7, )] exp(—pBe).

Integrando na energia e usando as propriedades da § de Dirac,

temos

Z= / d37 / d3pexp[—Be(7, P, (6.7)
ou seja, a fun¢do de particdo da particula é a integral em todo
o espaco de fase do peso de Boltzmann, exp[—fe(7,p)], e €(7, )
¢ a energia da particula. No entanto, agora precisamos tratar o
sistema como um todo, ou seja, ndo podemos tratar suas particulas
isoladamente. Por isso, devemos também generalizar a eq. (6.7).

Para isso, introduzimos a fun¢do de grande partigao, definida por

1 . . . R .
Z = ﬁ/d‘q’rl/d3p1---/d3rN/d3pNexp[—,BE({pi,ri}ﬁ\;l)].
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Perceba que agora integramos o espaco de fase de todo o sistema
(todas as particulas) e por isso, a energia no peso de Boltzmann
deve ser a energia total do sistema. A divisdao por N! continua
sendo a correcao de Gibbs, a qual é necessaria para que a conexao
entre mecanica estatistica e termodinamica seja coerente. Pode-

oS re-escrever a eq. acima com uma notagao mais compacta

N
Z=1 g / d’r / d*pj | exp(=BE), (6.8)

onde fica implicito que E é a energia total do sistema, a qual
depende dos momentos e posicoes de todas as particulas.

Perceba que se as particulas nao interagem, a energia total
do sistema é a soma da energia de cada particula, ou seja, F =

€1 + -+ + en. Neste caso, temos

1 N N
zZ = & H/d377j/d3]3j exp (—BZQ)
j=1 i=1
1 N N
= W H/d‘gf’j/d?’ﬁj Hexp(—ﬁei)
j=1 i=1

= —T1z (6.9)

onde Z; ¢ a fungao de particao da j-ésima particula. Se consider-
armos que as particulas sao idénticas, devemos fazer Z; = Z, para
todo j. Sendo assim, obtemos

ZN

(6.10)

Baseando-se na eq (6.10), devemos reformular as eqgs. (6.1) e

(110,
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(6.2) da seguinte forma

U= kBTQS—Tan, (6.11)

0

No caso geral de particulas interagentes, podemos substituir a

eq. (6.6) na eq. (6.8) e, com isso, escrevemos

Zz = N' H/d3 /dp] exp |— ZK+ZZ/{1] )

1<j

- % [H / d3pr exp(—ﬁle] <H / d3n> Eexp —BUij)
1 (ZG1> (H / d%,) [T exp (—6u4)

1<j

= fVG'I (VN H/d37“l> Hexp (—BU;5)

1<J

onde Zg1 é a fungdo de particdo do géas ideal, pois cada integral
em dp; corresponde a (2rmkpT)3/? = Zg1/V. Como todas as N
integrais, possuem o mesmo valor, o produtoério em k faz com que
apareca o expoente N. Agora, podemos recorrer & eq. (6.10) e

escrever

Z = 2a12int (6.13)

onde Zq € a funcao de grande particao do gés ideal, que é

N
|

ZGI = ‘]/V (27kaBT)3N/2 (6.14)

1nt < H/ l) HeXp (_Bulj) . (615)
l

1<J
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Figura 6.1: Comportamento da energia potencial intermolecular em funcdo

da distancia das moléculas. (Figura adaptada da ref. [2].)

Para conhecermos as propriedades termodindmica de um gas ideal,
precisamos encontrar sua fun¢do de grande partigdo. Para isso, de-
vemos conhecer a expressao da energia potencial entre suas particu-

las U, pois assim, seremos capazes de desenvolver Zj,;.

6.3.3 Segundo coeficiente do virial
Considere a expansao do peso de Boltzmann em série de potén-
cias
exp (—BUi;) =1 — BUs; + %525{% +- =14 fij,
onde

,BZ/{ZJ = exp (—ﬁum) -1 (6.16)

w\H

(o]
k=1
Considerando que a energia entre as particulas é muito menor

que a energia térmica, ou seja, U;; < kT ou BU;; < 1, conse-
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quentemente, f;; < 1. Esta aproximacao ¢ justificdvel para um
gés real em temperatura alta e/ou um gas muito diluido, pois a
distancia entre as moléculas é grande e, portanto, a energia poten-
cial entre estas é pequena, como pode ser visto na fig. 6.1 . Como
estamos querendo calcular o primeiro coeficiente do virial, é ra-
zoavel considerar baixa a concentrac¢ao do gas (gas muito diluido)
e, sendo assim, podemos fazer a seguinte aproximagao
[Texp(—8uij) =[[Q+ i) 14D fise (6.17)
i<j i<j i<j

De (6.17) em (6.15), obtemos

Zingt ~ <%H/d3ﬁ) 1+Zfij
l

1<j
1 .
= 1+<WH/d3rl> Zf” ,
! i<j
Iy

pois, o volume ocupado pelo gas ¢ V = [ d®7;. Note que,

(1) (£

i<j

L

= %/dg’ﬂ/d:gfzm/d?’ﬁv(f12+f13+”'+fN—1 N)

= % / d*r / a7 fra ( / d*y / A3y / d3FN> +
o [ @ / 073 s ( / 07 / e / d%) bt
% drn_1 / EBrN -1 N ( / 3 / A3y / d3FN_2) .

1 B B o ) ) )
= N d37“1/d37“2f12VN 2+W/d3r1/d3r3f13VN 244

1 = - —

VN dngl/dngle NV?

1
= V_2§N(N— 1)/d3F1/d3F2f12.

2
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Na udltima igualdade usamos o fato de que as particulas sao idén-

ticas e, portanto,

/dgfl/d%fm = /d3ﬂ/d3ﬁfij7

para qualquer ¢ < j. Por outro lado, o nimero de combinagoes

possiveis de N particulas duas a duas é

N!

1
2!(N—2)!:§N(N_1)’

ou seja,

f127f13>"'7fN—1 N

-~

%N(N—l) termos

que corresponde ao numero de integrais iguais somadas.

assim,

V2 . .
Zint ~ 1 + TN(N — 1) /d?”rl /d3r2f12 .
I

Sendo

No desenvolvimento da integral I usaremos o sistema de coorde-

nadas ilustrado na fig. 6.2 . Logo,

I2 = /dsfl/dgfgflg

— /d3F1 </Ooodr 72 f1o(r) /02Wd¢/_11dcos9>

= / d*rin,

n(T) = 4w /OOO dr 7"2f12(7“),

onde

o qual nao depende da posicao da particula 1. Portanto,

Iy =Vn.

(6.18)
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. s
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Figura 6.2: Posicdo da particula 2 em relacdo a particula 1. (Figura

adaptada da ref. [2].)

Perceba que, em geral, f;; depende da temperatura [eq. (6.16)].
Sendo assim, n também é uma funcao da temperatura e, por isso,
evidenciamos esta dependéncia. Com isso, podemos escrever

N(N -1
B~ 14 0D

2V
Podemos considerar N(N — 1) ~ N2, pois N > 1. Assim, temos

Nn
Znt =14+ N—:-.
int + o

Ainda podemos recorrer & seguinte aproximagcao

(1+2)" =1+ nx, para x < 1.
L
080, Nn N
Zing = 14+ — . 6.19
~ (14 57) (6.19)
Substituindo as eqs. (6.14) e (6.19) na eq. (6.13), obtemos
1 3/2 Nn(T) N
~ L A0 2
Z N {V(?ﬂ'mk:BT) [1 + Ve , (6.20)

correspondendo & fungdo de grande particdo de um gas real com
correcoes de primeira ordem em relagao ao gas ideal. Perceba

que se a interagao entre as particulas for desprezada, fi3 = 0 =
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1 = 0 resultando na fun¢do de grande particdo do gas ideal, como
esperado.
Vamos agora, calcular a equacao de estado para um gas real.

Para isso, facamos

Ni(T
InZ~ —InN!+ NInV + Nn(2rmksT)** + NIn [1 - ;71(/)}

Considerando a aproximagcao de Stirling, InN! = NInN — N e
que o gas é muito diluido, ou seja, Nn(T)/V < 1, podemos usar

a aproximacao
In(1+2x) ==, para v < 1.

Com isso, temos

InZa~NInV + NZZ/(,T) + Nln [W{]\W
Assim,
(fvmz - % - ]V;?/(;T) (6.21)
e
ngnZ:N;’T+‘;VV2§; (6.22)

Podemos calcular a pressao substituindo a eq. (6.21) na eq.

(6.12). Com isso, temos

p~ NEBT N2kgTn(T)
v 212

(6.23)

Comparando esta equagao com a eq. (6.5), concluimos que o se-

gundo coeficiente do virial é
1
A(T) =~ ks Ty(T), (6.24)

Perceba que a natureza da interacao entre as particulas do gés

estd embutida em 7(7"). Portanto, além de A(T') depender da

4
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temperatura, este também depende do tipo de interacao entre as
moléculas do gés.

Analogamente, podemos obter a energia interna do gas substi-
tuindo a eq. (6.21) na eq. (6.11). Logo,

3 N2kpT? on

Exemplo 6.3.1. Calcule o segundo coeficiente do virial no caso
de um gas composto de esferas rigidas nao interagentes de raio rg
e expresse a pressao deste gas com correcao de primeira ordem.

(Exemplo adaptado da ref. [2].)

Solugao: Para moléculas impenetraveis e nao interagentes, temos

o0, se 1 < 2rg;
Z/{12(7”) = (6.26)
0, se r > 2rg,

onde r é a distancia entre os centros das moléculas.

Sendo assim, temos

(6.27)

—1, se r < 2rg;
fi2(r) = exp [_Lﬁg(r)] —1= ’

kpT 0, se r>2rg.

Portanto,

n = 47r/ dr T'2f12(’l°)
0

T0

2rg fe'e)
= Ar / dr r? flg(r) +/ dr r? flg(T)
0 —— 9 \_\0,_/

-1

4 3|2 3277
= —4m — = —

3 1o 3
Consequentemente,

16713 1
A=kgT 0) = —kgTh
B ( 3 ) NA B )
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onde N4 é o nimero de Avogadro e

1 3
b:NA< 67TT0>,

3

corresponde ao quadruplo do volume de um mol de molécu-
las. Com isso a equacao de estado das varidveis de estado P,
V e T em primeira ordem de aproximacao é

2
p o~ NEBT | N*kpT
v V2N,

ou, como R = Nakp (constante universal dos gases), temos

o NET N?RTb

P
|4 V2

Perceba que nossa aproximacao nao é suficiente para obter
o primeiro termo da corregao da energia interna do gas em
relacdo ao géas ideal, pois neste exemplo 7 ndo depende da
temperatura |ver eq. (6.25)]. Para isso, seria necessario con-

siderar mais termos na aproximagcao da eq. (6.17).

6.4 Conclusao

Nesta aula, generalizamos o formalismo de mecéinica estatis-
tica classica abordado na aula passada para tratarmos sistemas
particulas interagentes. Com isso, estudamos gases reais de forma
aproximada. Vimos que expandindo a interacao entre os constitu-
intes do gas, somos capazes de encontrar corregoes para a aprox-
imagao das equacoes de estado do géas real em relacao as do gés

ideal.
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6.5 Resumo

Quando um gas real (particulas interagentes) possui uma con-
centracdo (numero de particulas por volume) baixa (gas muito
diluido), podemos trata-lo aproximadamente como um gas ideal.
Por exemplo, a equacao de estado das variaveis P, V', e T' pode ser
escrita como uma expansao polinomial em N/V (concentracao de

particulas) da seguinte forma:

NkgT N2 N3 N4

P -
v V2

+...’

onde A, B e C sao chamados de coeficientes do virial.
Para tratar estatisticamente um gas real, sofisticamos o formal-
ismo de mecénica estatistica visto na aula passada, onde apresen-

tamos a funcao de grande parti¢ao
Z = Zg1Zint

onde Zg é a funcao de grande particao do gés ideal, que é

VN
W (27kaBT)3N/2,

Zq1 =

Zint = (%H/d?’ﬁ) [T exp (—5u4),

1<j

Com a func¢ao de grande particdo podemos obter P e U da seguinte

forma:

0
_ 2
U —kBT —a an,
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0

Calculamos Zj,; com aproximacao de primeira ordem e obte-

mos

onde
n(T) = 47‘(‘/ dr T‘2f12(7“),
0

r = |Fy — 71| é a distancia entre as particulas 1 e 2, e

fi2(r) = exp [ U (r)] — 1.

Com esta aproximacgao, encontramos

Pa NkgT  N2kgTy(T)
v vz

A(T) = = ko Tn(T)

3 N2kpT? on

6.6 Atividades

ATIV. 6.1. Calcule a primeira correcao em relagdo ao gas ideal
para a pressao e para a energia interna de um gés composto de
esferas impenetraveis e fracamente interagentes, onde ha uma pe-
quena repulsao entre estas quando nao se tocam. (Atividade adap-

tada da ref. [2].)

Comentario: Este problema é andlogo ao resolvido no exemplo

6.3.1. No entanto, aqui as moléculas possuem uma interagao
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muito pequena para r > 2rg, 0 que permite uma expansao

em exp(—pUi2) até primeira ordem. Uma consulta na ref.

[2] podera auxiliar na resolugao.

ATIV. 6.2. Uma equacao de estado para descrigao de gases reais

proposta empiricamente por van der Waals é

N?a
(P+ 72 ) (V. — Nb) = NRT.

Escreva esta equacao na forma do virial e compare com o resultado

da atividade anterior.

Comentario: A forma do virial equivale & expansdo polinomial

vista da eq. (6.5).

ATITV. 6.3. Usando o resultado da ativ. 6.1 , calcule o trabalho
realizado por um géas quando este se expande isotermicamente de
Vi a Va. Aplique o resultado para um mol hidrogénio a 300 K
quando este se expande de um volume de 3 x 10~2m? a um volume

de 5 x 1072m?3. Compare com o valor obtido usando a expressao

do gas ideal. (Atividade adaptada da ref. [2].)

Comentario: Lembre-se do trabalho realizado por um gas visto

na sec. 1.4.1 . Use os dados da tab. 6.1 .

ATIV. 6.4. A temperatura de Boyle de um gés real é a qual torna

nulo o segundo coeficiente do virial. Mostre que esta temperatura é



Propriedades térmicas dos gases I: equacgoes de estado

Substancia a(107922) | b (10222
Hélio 3,457 0,02370
Hidrogénio 24,68 0,02661
Neonio 21,35 0,01709
Nitrogénio 140,8 0,03913
Oxigeénio 137,8 0,03183
Amonia 4225 0,03707
Diéxido de Carbono 364,0 0,04267
Agua 553,6 0,03049

Tabela 6.1: Constantes de van der Waals.

igual a a/Rb. Calcule esta temperatura para todos os gases listados

na tab. 6.1. (Atividade adaptada da ref. |2].)

Comentario: Use o segundo coeficiente do virial para o gas de

van der Waals.

6.7 Proxima aula

Na proxima aula estudaremos o calor especifico de gases ideais
mono e poliatomicos. Além disso, apresentaremos o principio de

equiparticao de energia.
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