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Capitulo 1

Produto Interno e Norma de um
Vetor

Curso: Licenciatura em Matematica

Professor-autor: Danilo Felizardo Barboza

Wilberclay Gongalves Melo
Disciplina: Algebra Linear 11
Unidade 11
Aula 1: Produto Interno e Norma de um Vetor

Meta

Estender os conceitos de produto escalar e comprimento de vetores para espacos vetoriais

arbitrarios.



Objetivos

Ao final desta aula, o aluno devera ser capaz de calcular o produto interno entre elementos

de um espaco vetorial bem como determinar sua norma.

Pré-requisitos

Algebra Linear I.

1.1 Introducao

Caro aluno, no curso de Vetores e Geometria Analitica, vocé estudou um produto especial
entre dois vetores de R? (ou de R?), denominado produto escalar, que permitia introduzir a
ideia de distancia, comprimento de um vetor e angulo entre dois vetores. Nesta disciplina
estenderemos esta nocoes para um espaco vetorial arbitrario, obtendo assim uma estrutura
mais rica, denominada espacgo vetorial com produto interno. Em todo o curso trabalharemos

apenas sobre o corpo dos numeros reais, fazendo algumas observacoes no caso complexo.

1.2 Definicao de Produto Interno e Exemplos

Definigao 1.1. Seja V um espago vetorial sobre R. Dizemos que uma aplicagao (-,-) :
V xV — R, que associa dois vetores u,v € V' a um tnico nimero (u, v) real, é um produto
interno sobre V, se esta satisfaz as seguintes condigoes:

i) (Distributividade) (u + w,v) = (u,v) + (w,v), para todos u,v,w € V;

ii) (Au,v) = Au,v), para todos u,v € V e todo X € R;

iii) (Comutatividade) (u,v) = (v,u), para todos u,v € V;

iv) (Positividade) (v,v) > 0, para todo v € V;

v) (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.



Quando munimos o espago vetorial V' de um produto interno (-, -), dizemos que V é um

espago vetorial com produto interno (-, -) ou que V' é um espaco Euclidiano.

Obs 1.1 (Produto Interno sobre C). Poderfamos ter definido produto interno num espago
vetorial V sobre C (conjunto dos niimeros complexos), chamado produto interno Hermitiano,
como sendo uma aplica¢ao (-,-) : V. x V. — C que verifica os itens i), ii), iv) e v), mas ao

invés do item iii), obtemos a veracidade de

iii’) (u,v) = (v,u), para todos u,v € V, onde (v,u) significa o conjugado do nimero

complexo (v, u).

Exemplo 1.1. Seja V = R? o espaco vetorial com a adicao de vetores e multiplicaciao por
escalar usuais, ou seja, (x1,z2) + (y1,42) = (z1 + y1, T2 + y2) € A(x1,22) = (Ax1, Az3), para
todo A € R. Defina (-,-) : R? x R? — R por ((x1,72), (y1,%2)) := 2191 + 22y>. Afirmamos
que (-, +) é um produto interno sobre R? (dito produto interno canénico de R?). Com efeito,

sejam u = (x1,22), v = (y1,v2), w = (21, 22) € R? e X\ € R, entao

i) (u+w,v) = ((x1,22) + (21, 22), (y1,92))

= ((z1+ 21,72 + 22), (Y1, 92)) (definigao de adigao)

= (214 21)y1 + (2 + 22)y2 (defini¢ao de produto interno)

= T1y1 + 21Y1 + ZaYe + 22V (distributividade em R)

= (x1y1 + x2y2) + (2191 + +2212) (associatividade da adi¢ao emR)

= ((x1,22), (y1,92)) + (21, 22), (Y1, ¥2)) (definicdo de produto interno)
= (u,v) + (w,v).

Na verificacao das demais propriedades que compoem a definicao de produto interno justifi-

que cada passagem, conforme item anterior.

il) (A, v) = (Mxy,22), (Y1, 42))
= ((A\z1, A\x2), (Y1, y2))
(Az1)y1 + (Ar2)yo
= ANziy1 + x2y2)
= M(z1,22), (y1,y2))
{

u7v>7

I
>



iii) (u,v) = ((z1,22), (Y1,92))
= T1Y1 + ToY2 = Y171 + Yoo
= ((yl,yQ), ($1,$2)>

= <U7u>7

iv) (v,v) = ((Y1,92), (y1,2))
= Y1+ Y2y2
= Y+ =0

v) (v,v) = 0
© Yty =0
< Y1,Y2 =0
< v=(y1,y2) = (0,0) =0.

Em particular, ((1,0),(1,-1)) =1-1+0(—1)=1¢ ((1,0),(0,1)) =1-0+0-1=0.

Exemplo 1.2. Podemos generalizar o resultado anterior para o espaco vetorial
V=R"={(r1,29,....0,) :x; ER, i=1,--- n}
com adicao de vetores e multiplicacao por escalar usuais, isto €,

(.131,1'2, 7mn) + (y17y27 "'7yn) = (l‘l + Y1, T2 + Y2, ...y Ty + yn)

M1, oy ooy ) = (AT1, Ao, ooy ATy,
para todo A € R. Defina (-,-) : R x R" — R por
(1,22, s Tn), (Y1, Y20 s Yn)) = T1y1 + Tolo + oo + T

Seguindo os mesmos passos do Exemplo 1.1 é possivel provar que (-, -) é um produto interno

sobre R™ (chamado produto interno canoénico de R™). Em particular,

(1,0,...,0,2),(1,0,..,0,—1)) =1-140-0+..0+ +2(—1) = —1.

4



Exemplo 1.3. Seja V = C([a, b]) o espago vetorial das fungoes reais continuas em [a, b] com

as operagoes de adicao de vetores e multiplicacao por escalar usuais, ou seja,

(f +9)@) = (1) + g(t) e (A)(1) = Af(2D),

para todo t € [a,b] e A € R. Defina a seguinte aplicac¢ao

mm:/ﬂm@w

onde f,g € V (este é o produto interno canonico de C([a,b])). Vamos provar que (-, -) é um
produto interno. De fato, se f,g,h € C([a,b]) e A € R, entao

D g h) = /ﬁf+¢@ﬁ@ﬂt
= [ 110+ gl
= [ trom + st

:/f ﬁ+/mmww

— (f.h)+ (g, h).
) (\f, h) ::/(/\f)(t)h(t) /)\f Dt — /f TS
i) (.Y = / FOR(t)dt = / Bt F ()t = (h, f).

b b
Nﬂﬂﬂ:/waWZ/f@%za

v) (f,f) = 0 se, e somente se, f:f(t)2dt = 0. Mas isto implica que f(t) = 0, para todo

t € [a,b]. Logo, f = 0. (ver item iv)) Aqui utilizamos o seguinte resultado para integrais:

b
Se ¢ ¢ uma fungao continua com ¢(t) > 0, para todo t € [a,b] e / @(t)dt = 0, entdo ¢ = 0.

Em particular, se f(t) =t e g(t) = 1, para todo t € [0, 1], entao

(f,q) /f /tldt /Oltdt t;

1

0




Obs 1.2. Quando nada for dito sobre o produto interno, estaremos usando o produto interno

canonico dos espagos vetoriais exemplificados acima.

Exemplo 1.4. Seja V = M (2 x 2,R) o espago vetorial das matrizes 2 X 2 com entradas

reais. Entao definimos sobre V um produto interno por
(A, B) = tr(B'A),

onde A, B € V. Recorde que o traco de uma matriz quadrada M, denotado por tr(M), é a
soma dos elementos da diagonal principal da matriz M. Convidamos o aluno a verificar que,

de fato, esta funcao satisfaz a definicao de produto interno.

Exemplo 1.5. Seja V' = R? o espaco vetorial com adicao de vetores e multiplicacio por
escalar usuais. Defina (-,-) : R? x R? — R por ((z1,Z2), (y1,v2)) = —2T1y1 + Toyo. Afir-
mamos que (-,-) nao é um produto interno sobre R?. Com efeito, para v = (1,0) € R?
temos que (v,v) = ((1,0),(1,0)) :==(=2)1-1+0-0= —2 < 0, e isto contradiz o item iv) da
Definicao 1.1.

Obs 1.3. Podemos definir varios produtos internos sobre um espaco vetorial. Por exemplo,
sobre R? poderfamos definir {(a,b), (b, c¢)) = ac + bc + ad + 3bd. Verifique!

1.2.1 Propriedades do Produto Interno

Vejamos algumas propriedades do produto interno que decorrem imediatamente de sua de-

finicao.

Proposicao 1.1. Seja V' um espago vetorial sobre R com produto interno (-,-). Entao as
sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

i) (u, \v) = X u,v), para todos u,v € V e todo A € R;

ii) (0,v) = (v,0) =0, para todo v € V;

iii) (u,v +w) = (u,v) + (v, w), para todos u,v,w € V;

iv) Se (u,v) =0, para todo v € V, entdo u = 0.



Demonstracao. Sejam u,v € V. Entao (u, \v) = (Av,u) = A(v,u) = A(u,v), onde nestas
igualdades utilizamos os itens iii), ii), iii), da Defini¢ao 1.1, respectivamente. Isto prova
o item i). Agora, mostremos que o item ii) é verdadeiro. De fato, usando o item i) e a
comutatividade da Defini¢ao 1.1, obtemos (0,v) = (v,0) = (v,0-0) = 0(v,0) = 0, para todo

v €V, onde 0 € R é o nimero zero e 0 € V é o vetor nulo de V.

Vejamos a demonstragao do item iii). Sejam w,v,w € V, entao
(u,v+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w),

aqui usamos os itens iii), i), iii), da Definigdo 1.1, respectivamente. Por fim, verifiquemos
o item iv). Se (u,v) = 0, para todo v € V, entdo (u,u) = 0 (basta considerar v = u).

Utilizando a Definigao 1.1, item v), obtemos que u = 0. Isto conclui a demonstragao. O

Obs 1.4 (Propriedades em C). Os itens ii), iii) e iv) da Proposi¢ao 1.1 continuam sendo
vélidos em espagos vetoriais com produto interno sobre C, mas o item i) tem uma significante
modificagao:

{(u, W) = Mu,v),

para todos u,v € V e todo A € C. Pense nisso!!!

Exercicios de Fixacao

1. Considerando o espago vetorial R3, calcular (u,v) nos seguintes casos
i) u= (%,2, l)ev=(4,1,-3);

il) u=(2,1,0) e v = (4,0,2);

iii) u=(1,1,1) e v = (2,—1,5).

2. Usando o produto interno canénico de C'([0, 1]) no espago vetorial formado por polinémios

de grau menor que ou igual a 2. Determine o produto escalar de:
i) f(t)=teg(t)=1-1%
i) f(t)=t—1Leg(t)=1-(t-13).

3. Seja V um espago vetorial e defina (u,v) = 0, para todos u,v € V. Prove que (-,) é um

produto interno em V.



4. Seja V = R? Sendo u = (1,2) e v = (—1,1) € R?, determine um vetor w deste espago
tal que (u,w) = —1 e (v,w) = 3.

5. Sendo u = (z1,73) e v = (yi1,y2) € R?, definamos

T1Y1 pYD)
a? b2’

(u,v) :=

com a,b € R fixos e ndo-nulos. Prove que (-,-) é um produto interno.

6. Sejam u = (z1,79) e v = (y1,y2) € R?. Para quais valores de ¢t € R a fungdo dada por

(u,v) := x1y; + txT9ys é um produto interno em R2.

7. Sejam f(t) = ap + ait + aot? + ... + a,t™ e g(t) = by + byt + bot? + ... + b,t" polinoémios.
Defina (f, g) = agbo + a1by + ... + ayby,. (-, ). Isto é um produto interno?

8. Seja V um espago vetorial com produto interno (-,-). Entao (u,v) := AMu,v), A € Re

u,v € V, é um produto interno sobre V'?

1.3 Norma de um Vetor

Agora, estenderemos o conceito de comprimento de um vetor, como visto no curso de Vetores

e Geometria Analitica para R? e R3, para um espaco vetorial abstrato.

1.3.1 Definicao de Norma

Definigao 1.2 (Norma). Seja V' um espaco vetorial. Uma aplicagao || - || : V — R que

satisfaz

i) ||v|]| > 0, para todo v € V e ||v]] = 0 se, e somente se, v = 0;
ii) || Av|| = |All|v]|, para todo v € V e todo A € R;

iii) (Desigualdade Triangular) ||u + v|| < ||u|| + ||v]|, para todos u,v € V,

é chamada norma sobre V. Quando munimos um espaco vetorial V' de uma norma, dizemos

que V' é um espaco normado.



Proposicao 1.2 (Norma sobre um Espaco Euclidiano). Seja V' um espago vetorial com

produto interno (-,-). Entdo a aplicagio || - | : V — R, definida por ||v|| := +/(v,v), é uma
norma sobre V. Neste caso, dizemos que a norma || - || provém do produto interno (,-).

Demonstracao. Verificaremos as condigoes estabelecidas Definigao 1.2.

i) Seja v # 0. Entao, (v,v) > 0, pela Definigao 1.1. Logo, ||v|| = v/(v,v) > 0.

ii) Sejam v € V e A € R. Entao, utilizamos a Defini¢ao 1.1 para concluirmos que
Il = v/, xo) = VA (v,0) = VA2V (v,0) = AV (v, 0) = [Al]o]l.

iii) Vamos provar a desigualdade triangular. Note que

[+ v]”

(u+v,u+v)

(u, u) + 2(u,v) + (v,v)
ull* + 2(u, ) + [|v]|®
ull* + 21w, )] + [Jv])*
lull* + 2lull o]l + [lv]®
(lull + 1lv1)*,

ININ

onde na ultima desigualdade usamos o Teorema 1.1. Logo, pelo item i), ||u+v|| < ||u]|+]v],

para todo u,v € V. n

Em particular, temos os seguintes exemplos de espagos normados.

Exemplo 1.6 (Norma sobre R?). Seja V = R? conforme o exemplo 1.1. Assim, [|-|| : R*? = R,
dada. por [|(z, )]l = /@ 7), @ ) = v/ + 7% € uma norma,
Exemplo 1.7 (Norma em R"). Seja V' = R" conforme exemplo 1.2. Assim, || - || : R" = R,

definida por

(1,2, s )| = V(@1 @2y oo 0), (@1, Ty o)) = \J 2+ 22,

¢ uma norma

Exemplo 1.8 (Norma de fungoes continuas). Seja V' = C([a,b]) conforme o exemplo 1.3.

b 1/2
L%ﬂHMﬂMW%R®®mWﬂ=M%ﬁ=(/Wm%),@mwmm
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Exemplo 1.9 (Nao-Norma). Seja V = R?. Defina || - || : R*> — R por ||(z,y)| = =* + v*
Entdo || - || ndo é uma norma. Basta observar que ||2(1,0)| = ||(2,0)]| = 22 + 0> = 4 e, por
ontro Tado, [21]/(1,0)]| = 2/(1,0)| = 2(12+0%) = 2, de forma que [12(1,0)| £ 2|1, 0[] Tsto

contradiz o item ii) da Defini¢ao 1.2.

Definic¢ao 1.3 (Vetor Unitdrio). Seja V um espago vetorial normado. Dizemos que um vetor

v € V ¢ unitdrio se ||v]| = 1.

Podemos transformar qualquer vetor nao-nulo v € V em um vetor unitario. Basta

v
escolher u = ﬂ Para verificar a veracidade deste fato, basta utilizar o item ii) da Definigao
v

1.2 e obter |ju|| = ‘

exemplos.

lv]| = ﬁ”v” = 1. Em particular, temos os seguintes

v

|vll

_ |
ol

Exemplo 1.10. Desde que [|(1,0)]| = vVIZ+02 = 1 ¢ |[(1,1)]| = VIZ+ 12 = v/2, temos

que (1,0) é um vetor unitario e (1,1) nao. Para transformar (1,1) em vetor unitario, basta

i ; oy @Gy 11
realizar o seguinte processo Ao = v — <\/§, \/5>

Exemplo 1.11. Seja V = C([0,1]) e sejam f(t) =1 e g(t) = t. Desde que

i71=( | 1[f(t)]2dt) " (/ 1 n —
ot = ([ lotorar) " ([ #ar) " %

segue que f é um vetor unitario e ¢ nao. Usando a observagao acima, obtemos o vetor

t
unitario 9 _ - = V3t

ol ~ %

Teorema 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espago vetorial com produto
interno (-, -). Entao [(u,v)| < ||ul|||v]|, para todos u,v € V', onde ||u|| := /(u, u).

Demonstragao. Utilizaremos na demonstracao deste Teorema uma ferramenta auxiliar. De-
fina f : R — R por f(x) = ||lu — zv||%. Observe que f(x) > 0. Por outro lado, usando a

definigao da aplicagao || - ||, obtemos

f@) = llu—av]* = {u—av,u—=2v) = (u,u) — 22(u,v) + 2%||v]|* = [Jul|* — 22(u, v) +2°||v]*

10



|> > 0. Note que o grafico de f é uma parabola, a qual estd

LOgO, ||u||2 - 2!L‘<U,U> + 1'2”1)
acima do eixo das abscissas (o vértice desta parabola pode tocar tal eixo). Portanto, impomos
que A = 4{u,v)? — 4|lul]?||v||* < 0 (discriminante). Ou seja, (u,v)? < ||ul?||v]|*>. Por fim,

|(u, v)| < |u||||v]] (aqui usamos va? = |a|). O Teorema esta provado. O

Obs 1.5. A desigualdade de Cauchy-Schwarz é valida para espacos vetoriais com produto
interno Hermitiano. Vocé aluno estd convidado a provar esta afirmacao. Sugestao: Use

y = z{u,v) no lugar de x.

Exemplo 1.12. Seja V = C([0,1]) com o produto interno canénico, definido no exemplo

1 2 1 1

1.3. Podemos mostrar que (/ f(t)g(t)dt) < (/ [f(t)]th) (/ [g(t)]2dt> . Com efeito,
0 0 0

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que |(f,g)| < || f]/|lg]l, para todos f,g € V.

Com isso, (f,9)? < ||f*[lg|l*. Usando as definigdes de (-,-) e || - ||, encontramos o resultado

desejado.

Exercicios de Fixacao

1. Sejam u,v € V, onde V' é um espago vetorial com produto interno. Se ||v||, [|ul| = 1, e

|lu — v|| = 2, determine (u,v), onde ||| é a norma que provém do produto interno.

2. Seja V um espago vetorial formado pelos polinomios de grau menor que ou igual a 2
com o produto interno interno candnico para C([0,1]). Calcular || f(¢)]| (|| - || é a norma que

provém do produto interno) nos seguintes casos:

i) f(t) =t

i) f(t)=—t>+1.

3. Num espaco vetorial com produto interno provar que

i) [[ull = [v] & (u+v,u—v)=0;

i) |lu+v|* = ||ul|* + ||v]|* se, e somente se, (u,v) = 0.

4. Sejam u = (x1,12) e v = (y1,1y2) € R

i) Mostrar que (u,v) := x1y; — 2x1y2 — 2T2Y; + H5x2y> define um produto interno sobre R?;

ii) Determinar a norma de u = (1,2) em relacao ao produto interno usual e também em

relagdo ao produto definido em 1i).

11



5. Considere o espago R?. Determinar a € R de maneira que |[u|| = v/41, onde u = (6,a, —1)

e | - || é a norma que provém do produto interno canonico.

6. Prove que a igualdade na Desigualdade de Cauchy-Schwarz é valida se, e somente se, os

vetores linearmente dependentes.

7. Sejam u = (1,1,0) e v = (0,1, 2) € R3. Determinar os vetores w € R? tais que ||w|| =1 e
(u,w) = (v,w) = 0.

8. Sejam u = (1,2,0,1) e v = (3,1,4,2) € R*. Determinar (u,v), |[ul| e ||v]|, onde | - ||

provém do produto interno canonico de R*.

9. Sabendo que |lu]| =3, ||v]| = 5, com u e v elementos de um espago vetorial com produto

interno, determine ¢t € R de maneira que (u + tv,u — tv) = 0.

1.4 Conclusao

Concluimos que num espago vetorial com produto interno ha modos eficientes de manipular

seus elementos e possibilitando definir comprimentos e distancias.

1.5 Exercicios Propostos

1. Encontre um produto interno sobre R? tal que ((1,0),(0,1)) = 2.
2. Defina ((z1,y1), (22,92)) = 22122 — X1y2 — T2y1 + 2y1y2. Mostre que este é um produto

interno sobre R2.

3. Seja V um espago vetorial sobre R. Sejam (-, )1, (-, )2 dois produtos internos sobre V.

Defina (-,-)3 = (-,)1 4+ (-, )2 € (-,-)a = A(-,-)1, onde A > 0. Prove que (-,-)3 e (-,-)4 s@o

produtos internos sobre V. Agora, (-,)5 = (-,); — (-, -)2 define um produto interno sobre V7

4. Seja (-,-) o produto interno canonico de R?.

i) Sejamu = (1,2) ev = (—1,1). Se w é um vetor tal que (u,w) = —1 e (v,w) = 3, encontre
w;

ii) Mostre que para qualquer vetor v € R? temos v = (v, (1,0))(1,0) + (v, (0,1))(0, 1).

5. Seja (-, -) o produto interno canénico de R? e seja T : R? — R? dado por T'(z,y) = (—vy, z).
Mostre que ((z,y), T(z,y)) = 0, para todo (x,y) € R?. Encontre todos os produtos internos

sobre R? que satisfazem esta mesma propriedade.
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6. Seja A uma matriz 2 X 2 com entradas reais. Para X,Y matrizes 2 x 1 defina a funcao
(X, )4 := Y'AX, onde Y* é a transposta de Y. Mostre que (-,-)4 é um produto interno
sobre o espago das matrizes 2 X 1 se, e somente se, A = A" Ajy, Ay, det(A) > 0, onde
A= (4;).

7. Seja V um espago vetorial com produto interno (-,-). Considere sobre V' a norma que

provém do produto interno. Prove a seguinte identidade de polarizacao:
1 1
(1,0) = 7l -+ 0] = S llu vl

para todo u,v € V.

8. Seja V um espago com produto interno (-,-). A distancia entre os vetores u e v em V é

dada por d(u,v) := ||lu — v||. Mostre que:
i) d(u,v) > 0;

ii) d(u,v) =0 se, e somente se, u = v;
iii) d(u,v) = d(v,u);

iv) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

9. Seja V um espago vetorial com produto interno (-,-). Sejam u,v € V. Mostre que u = v

se, e somente se, (u,w) = (v, w), para todo w € V.

10. Seja V um espaco vetorial com produto interno (-,-). Seja U um espaco vetorial. Seja
T : U — V uma transformagao linear injetora. Mostre que (x,y)y := (T'(x),T(y))y é um
produto interno sobre U. Conclua que qualquer espaco vetorial com dimensao finita possui
um produto interno. Sugestao: Crie um isomorfismo entre um espaco vetorial de dimensao

n e R".

11. Seja V um espago vetorial com dimensao finita. Seja § = {vy, v9,...,v,}. Seja (-, ) um
produto interno sobre V. Sejam A, Ao, ..., A, € R. Mostre que existe exatamente um vetor

v €V tal que (v,v;) = \;, para todo i = 1,2, ...,n.

12. Seja V um espagco vetorial com produto interno (-,-). Considere sobre V' a norma que

provém do produto interno. Prove a seguinte lei do paralelogramo
lu+vl* + flu — ol = 2([Jull* + [[0]*),

para todo u,v € V.
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13. Use a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em R? para mostrar que, dados os ntimeros reais

estritamente positivos 1, xo, x3, vale a desigualdade:

1 1 1
(SL’1+J52+SL’3>‘ —+—+— >0
I ) ZT3

Proxima Aula

Na sequéncia ampliaremos a nocao de angulo entre vetores e a importancia de se ter conjuntos
nos quais seus elementos sao dois a dois perpendiculares. Utilizaremos um processo para

construir tais conjuntos.
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