AULA

Teorema de Existéncia
e Unicidade

META:

Enunciar o Teorema de Existéncia e Unicidade para E.D.O..
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Reconhecer um problema de valor inicial.

Identificar quando um problema de valor inicial tem solugdo tinica
ou nao.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fun¢des de valores reais com do-
minio em R e diferenciacao de funcoes de valores reais com dominio

em R?. Além de algum conhecimento sobre curvas em R2.
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Sabemos que o movimento
dos corpos celestes sao
modelados por E.D.O..
Quando procuramos um
ponto no espago para co-
locar em o6rbita um saté-
lite, por exemplo, resolve-
se um determinado P.V.I..
E nesse problema é rele-
vante buscar um ponto no
espaco no qual a solugao
do problema que passe por
ele nao escape ao infinito,
caso contrario o satélite
serd mandado para o es-
paco sideral!!!

2.1 Introducao

Caros alunos a nossa segunda aula tem como tema "O Teorema
de Existéncia e Unicidade" para E.D.O.’s. Este teorema nao nos
diz como ¢é a expressao da solucdo de uma E.D.O., mas nos ajuda
muito no sentido que ele nos assegura, sob certas condicoes, que
existe solugoes da E.D.O. estudada passando por um determinado

ponto.

2.2 Problema de valor inicial ou problema de

Cauchy

Quando procuramos resolver uma E.D.O.; por exemplo do tipo,

d"y / (n—1)
dx"_f(x7y’y7 7y )
que satisfaca as condicoes y(z0) = vo,y (x0) = y1,--- ,y" D =

Yn—1, onde xo, Yo, Y1, - ,Yn—1 Sa0 constantes, estamos resolvendo

um Problema de Valor Inicial (P.V.1.) ou um problema de
(n—1)

Cauchy. As condigoes y(zo) = yo,¥ (z0) = Y1, ,¥ = Yn—1

sao chamadas de condicoes iniciais do problema. Em particular

quando n = 1, obtemos o seguinte P.V.I.

dy

% = f(xvy)7 y(xO) = Yo.

Exemplo 2.1. Encontre a solugdo do P.V.IL.

dy y

— 1) = 3.
o oy =3

Ou seja, nesse exemplo queremos encontrar a soluc¢ao da E.D.O.

acima que satisfaca a condi¢do y(1) = 3, ou melhor, queremos



Equacoes Diferenciais Ordinarias

AULA

encontrar a solugdo da E.D.O. tal que que o ponto (1,3) seja
ponto do grafico dessa solugao.

Uma familia de solugoes para a E.D.O. dada é y(x) = % (Vere-
mos como calcular tal familia na aula seguinte). Nossa pergunta é:
serd que dentre essa familia de solucoes existe uma solucao tal que
y(1) = 37 Observe que y(1) = % e para que y(1) = 3 temos que ter
¢ = 3. Logo, a solugao particular y(z) = % satisfaz o P.V.I.dado.
Mas serd que essa ¢ a unica solucao que satisfaz esse P.V.I.ou
tem outras? E se mudarmos a condic¢ao inicial, por exemplo, o
P.V.I.% = —%,y(O) = 0 tem solucao? e se tiver é unica? O
Teorema que veremos na proxima se¢ao nos ajudard a responder a

todas essas perguntas.

dy

Exemplo 2.2. Considere a E.D.O. == = 3y?/3. A familia de
T

fungoes ¢. : R — R dada por
(x—c)?, z>c

¢c(x) = )

0, r<ec

onde ¢ € R é uma familia de solu¢oes para essa E.D.O.. Comprove
essa afirmacdo! (para isso basta verificar que ¢.(x) para = > ¢
satisfaz a E.D.O. e depois fazer o mesmo para ¢.(x) para < ¢
uma vez que essa fungao é diferenciavel em R.)

Na Figura 2.1, descrevemos algumas curvas integrais dos membros
dessa familia de solucdes.

Observe que varias solucoes satisfazem ao P.V.I.

dy 2/3
3 0) = 0.
2 =Y , 4(0)

Vocé pode me dizer quais? Existe outra solu¢do que satisfaga a

esse P.V.l.e ndo se encontra na familia de solucoes dada?

2
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Voltando a questao de se
colocar satélites em orbita,
o teorema de existéncia e
unicidade nos garante que
escolhido um ponto no es-
pago, nao haverd duas or-
bitas passando por aquele
ponto. Isso, por exemplo,
pode evitar possiveis coli-
soes entre satélites!

1)

Figura 2.1: Curva integral das solugdes.

Existe solu¢ao que satisfaz ao P.V.I.;}l—gyC = 3y*3,y(1) = 17 Sera
que esta solucao é tnica?

As respostas as perguntas feitas acima sdo, na ordem, as seguintes:
todas as solucoes da familia dada para valores da constante ¢ mai-
ores do que ou iguais a zero. Sim existe, a solucao identicamente
nula (solucdo trivial). Sim existe, basta escolher a soluc¢ao parti-
cular quando ¢ = 0 na familia de solugoes dada acima. Assim, a
solucdo sera dada por ¢g(z) = 23, se 2 > 0 e ¢o(z) = 0 se x < 0.
E sobre a ultima pergunta, deixemo-a "suspensa'e voltemos para

ela na préoxima secao.

2.3 Teorema de existéncia e unicidade

O teorema abaixo, devido & Picard, nos d& condigoes suficientes

para garantir a existéncia e unicidade do P.V.I.

Y = @9). o) = wo (2.4
Teorema 2.1. Seja R uma regiao retangular no plano xy, definida
pora <z <bc<y<d, que contém o ponto (zo,yo) em seu in-
terior. Se f(x,y) e g;j(aﬁ,y) sao continuas em R, entdo existe um

intervalo I centrado em xg e uma tunica funcao y = y(x) definida

em I que satisfaz o P.V.1.(2.4).
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Exemplo 2.3. Tomemos o P.V.I. do exemplo anterior

dy 2/3 _
7 = Y ,y(0) = 0.

Ja sabemos que esse P.V.I.ndo tem solugio tinica. Queremos saber
agora para quais pontos do plano xy o P.V.I.correspondente tem
solucao tnica. Para isso aplicaremos o teorema acima.

2/3 -1/3

Para esse P.V.I. temos f(x,y) = 3y*/°, entdo ggjj(x,y) =2y
Para sabermos a regidao R do plano xy onde podemos encontrar
solucdo tnica, basta analisarmos, segundo o teorema acima, em
quais pontos do plano xy as funcoes f e g‘;; sao continuas.

Observe que para todos os pontos (x,y) no plano zy tais que y # 0
as funcoes f e gjyc sao continuas. Abaixo representamos algumas

regioes R onde o Teorema de Picard ou o Teorema de existéncia e

unicidade de solucdes seria valido.

N RI

Figura 2.2: Regides de existéncia e unicidade de solugoes da E.D.O.

acima.

Portanto respondendo a ultima pergunta da se¢do anterior, o P.V.1.

dy 2/3
= = 1)=1
gy =Y ,y(1)

2
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tem solucdao e esta é tnica segundo o Teorema de existéncia e
unicidade 2.1. Observe ainda nesse exemplo que o ponto (0,0) esta
exatamente na reta y = 0, local onde o Teorema de existéncia e
unicidade 2.1 nao tem suas hipoteses satisfeitas. Quando acontece
fatos assim, o P.V.I. em questdo pode ter solu¢do tinica ou nao, no

d
nosso caso o P.V.I.n aTy = 3y%/3,9(0) = 0 ndo tem solucdo unica.
x

Observagao 2.1. 1- O Teorema de Picard, Teorema 2.1, (ou teo-
rema de existéncia e unicidade) nos garante apenas que a solucao

existe e é tinica, ndo nos mostra como encontré-la.

2- Existe um famoso teorema, devido a Peano, chamado Teorema
de existéncia, no qual somente a continuidade de f(z,y) é exigida.
Esse teorema nos garante apenas a existéncia da solugdo e nao a

unicidade dela.

3- Se as hipdteses do teorema de Picard nao forem satisfeitas, po-
demos ter ou ndo existéncia e unicidade da solucdo. E o caso do

exemplo 2.2 e do exercicio resolvido descrito a seguir.

4- Se estamos tratando com E.D.O.’s lineares, em particular de

primeira ordem

@)y + ao(a)y = gla) &y = — 28y L IO g
ay(x) ay(x)

as condi¢oes do teorema de Picard sao satisfeitas quando ay(z), ap(z)
e g(x) sao continuas num intervalo I tal que ai(z) # 0. Em geral

para E.D.O.’s lineares de ordem n
an(@)y™ + -+ a1 (@)y + ao(2)y = g()

as condigoes do teorema de Picard sao satisfeitas quando a,(z), - - - , ap(z)

e g(z) sdo continuas em [ e a,(x) # 0 para todo = € I.

(36
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Exercicio Resolvido 2.1. Encontre uma solucao para o P.V.I.

y =y —1], y(0)=1.

Na procura de solucgoes para um P.V.I., procuramos primeiramente
uma solucdo dentre as mais faceis e imediatas solugdes possiveis
para uma E.D.O.: solugdes de equilibrio e solugao trivial. Nao é
dificil ver que a solugao trivial (identicamente nula) nao satisfaz a
E.D.O. dada, logo nao pode ser solugao do P.V.I.. Além do mais
a solucao trivial nao satisfaz a condicdo inicial dada. Nesse caso,
procuremos uma solucao de equilibrio para o problema. Observe
que a solu¢ao y = 1 é solucao de equilibrio da E.D.O. dada e
satisfaz o P.V.I.. De fato, note que y = 1 anula o campo f(z,y) =
|y — 1| associado ao P.V.I.. Nos perguntemos agora se essa solugao
é unica? Serd que o teorema de Picard pode nos responder?

A funcado f(x,y) = |y — 1] é tal que

y—1, sey>1

flz,y) =
—(y—1), sey<1
1, sey>1 0
Assim, ——(z,y) = Y . Portanto, uma vez que of
dy —1, sey<1 dy

nao ¢ continua em (0, 1), este ponto nao pertence a regiao R das
hipéteses do teorema de Picard. Dessa maneira possa ser que o
P.V.I.dado tenha ou nao solucao tnica, o teorema de Picard nao
pode nos ajudar nessa decisao.

Tentaremos mostrar de outra forma que o P.V.I.dado tem solugao
anica.

Resolvendo a E.D.O. dada y' = |y — 1| pelo método das variaveis

separaveis, o qual aprenderemos na aula seguinte, temos a seguinte

2
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o

solucao
ce®+1, sec>0
y@) =19 1 7
—e P41, sec<0
c

onde ¢ é uma constante positiva. Abaixo descrevemos todas as

possiveis curvas integrais da E.D.O. dada. Observando que es-
y’/

c>0
fﬁﬁio

Figura 2.3: Curva integral das solugdes.

y=1

N

sas curvas integrais sao todas as curvas integrais possiveis para
a E.D.O. dada e pela continuidade da variacdo das solugdes de
uma E.D.O. conclui-se que a solugao de equilibrio y = 1 é a tinica

solucao do P.V.I.dado.

2.4 Conclusao

Da aula de hoje concluimos que dado um problema de valor
inicial pode ocorrer que vérias solucoes satisfacam esse problema,
contudo existe um teorema, denominado por Teorema de Picard,

que nos ajuda a decidir se alguns P.V.I.’s tem solucdo tnica. Sa-
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tisfeitas as condigOes desse teorema, ele nos garante que um dado
P.V.I.tem solugao, mas nao nos diz quem é a solugao. Dessa ma-
neira, pode ser que, a primeira vista, esse teorema pareca intutil,
mas nao o é. Uma vez que tenhamos a certeza que tal solucao
existe em uma dada regido, podemos gastar esfor¢os com técni-
cas computacionais, se os métodos analiticos ndo resolverem, para

procurar tal solucao pois ela existe.

4.
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RESUMO

Um Problema de Valor Inicial nada mais é do que uma E.D.O.
sujeita a uma determinada condi¢ao. A saber, o problema
d™y _
w = f(I’y’y/a to ,y(n)), y(IO) = Yo, " 7y(n 1)('7:0) = Yn-1
é dito problema de valor inicial (P.V.I.) ou problema de Cauchy. As
condicdes y(zo) = yo,- -,y V(zo) = yn_1 sdo ditas condi¢des
inicias do problema. Vimos que os P.V.I.’s tem sua aplicagao pra-
tica. O Teorema de Picard, ou Teorema de existéncia e unicidade,
nos ajuda a decidir sobre questdes como existéncia e unicidade de

solu¢oes satisfazendo determinados P.V.1.’s. Este teorema nos diz

que

Teorema 2.2. Seja R uma regiao retangular no plano xy, definida
pora <z <bc<y<d, que contém o ponto (zg,yo) em seu in-
0
terior. Se f(x,y) e a—f(x,y) sao continuas em R, entdo existe um
Y

intervalo I centrado em g e uma unica func¢ao y = y(z) definida

em I que satisfaz o P. V.1

Y = Fle), i) = o

PROXIMA AULA

Em nossa préxima aula comecaremos a aprender algumas técnicas
para a resolucoes de E.D.O.’s. Comecaremos com as E.D.O.’s de

primeira ordem.

ATIVIDADES
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Atividade. 2.1. Dado o P.V.I. 2

y =1+1yy(0) =0.

a) Verifique que y = tan(x + ¢) é uma familia de solu¢oes a um

parametro para a E.D.O. 3/ =1+ 3.
b)O P.V.Lacima tem solucao tnica? Justifique sua resposta.

c¢) Estabelega o maior intervalo de defini¢ao para a solugao da letra

anterior.
Atividade. 2.2. Considere o P.V.IL.

dy _

12 (2) = 1.
T =Y , y(2)

a)Esse P.V.I.tem solugao tnica?

b) Verifique que as fungoes y(z) = ”f—;, —o<r<ooe

0, sex <0

y(z) =
334/167 sex >0

sao solugdes do P.V.L.acima. Isso quer dizer que o P.V.I.nao tem

solucao tnica? Por que isso nao contradiz o Teorema de Picard?

Atividade. 2.3. Encontre a(s) regiao(6es) do plano zy onde o

P.V.I.

1
Y= Ly(zo) = yo

/! /
y' sec(x) +xy + o

tem solucao unica. Explique sua resposta

LEITURA COMPLEMENTAR

(a1
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