AULA

Equacoes de prlmelra ordem:
Equacoes separaveis e
Equacoes exatas

META:

Descrever dois métodos de resolucao de E.D.O.’s de primeira or-
dem: o método das variaveis separaveis e o método para equactes
exatas.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Identificar equactes separaveis e equacoes exatas.

Resolver E.D.O.’s de primeira ordem que sejam equagoes separa-
veis e equagoes exatas.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos de integrais de fun¢es de valores reais com do-
minio em R, diferenciais e diferenciacao de fun¢oes de valores reais

com dominio em R2. Além dos conheimentos das aulas 1 e 2.
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3.1 Introducao

Caros alunos agora sim estamos prontos para aprendermos alguns
métodos de resolucdo de E.D.O.’s. Nessa terceira aula vamos co-
nhecer dois métodos de resolucdo de E.D.O.’s. Comecaremos com
E.D.O.’s de primeira ordem, onde gastaremos mais duas aulas para
expormos todo o contetido planejado e em seguida partiremos para

E.D.O.’s lineares de ordem superior.

3.2 Equacoes separaveis
Definicao 3.1. Uma equacao diferenciavel de 1* ordem da forma

W~ ga)hy)

é dita separavel ou de variaveis separaveis.

3x+4y; (

Exemplo 3.1. 1) % =y’ze separavel). Observe que po-

demos separar as varidveis x e y.

2) 2%dy + (y — 1)dez =0 = ¥ = — W=D (separavel)

x

3)% =y +sinz (ndo separavel). Observe que nao podemos sepa-

rar as variaveis x e .

Considere uma E.D.O. de primeira ordem separével

Y — gw)hy) (3.5)

onde h e g sao fungoes continuas em intervalos I e J, respectiva-
mente, e h ndo se anula em J.

Observe que a E.D.O. (3.5) pode ser escrita na forma

p() %L = g(),
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onde p(y) = % ou ainda melhor na forma

—F(y(z)) = g(x), (3.6)

onde y = y(z) é solucdo da E.D.O. (3.5) e F(y) = [ p(y)dy. De

fato, note que

d dy

(@) = g(z) & Flly) - = 9(@),

assim F'(y) = p(y) = F(y) = [ p(y)dy.

Dessa maneira, integrando (3.6) com respeito a x, obtemos
Fy(r)) = G(z) + ¢, (3.7)

onde G(z) = [ g(x)dz e ¢ ¢ uma constante de integracdo. Resol-

vendo esta equagao para y = y(z) acharemos
y(x) = F(G(z) + o),

a qual é a solucdo procurada.

Observagao 3.1. Observe que a expressao em (3.7) é equivalente

/h(ly)d :/g(x)dx

o que nos deixa a vontade para dizer que achamos as solucoes de

a

uma EDO separavel separando as varidveis e integrando ambos os

lados da equacgdo com respeito as respectivas variaveis.

Observacao 3.2. A funcao inversa de F sempre existird nesse
caso. De fato, uma vez que F/ = p e p # 0 segue que F ¢ mon6toma

e, assim F possui funcao inversa.
Observacao 3.3. Considere o P.V.IL.

dy _

e g(x)h(y), y(xo) = yo-
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Sabemos da discussao acima que F(y(z)) = G(x)+c é uma familia
de solucoes para a E.D.O. dada. Observe que no caso do P.V.L.
dado, a constante de integragao ¢ é exatamente igual a F'(y(xq)) —

G(xp). Assim, a expressao (3.7) pode ser escrita na forma

F(y(z)) = F(y(zo)) = G(z) — G(xo)

ou equivalentemente

/yj h(ly)dy = /w: g(x)dz. (3.8)

Portanto, dado o P.V.I.

dy _

77 = 9@)h(y), y(zo) = yo

a solucdo é obtida quando separamos as variaveis e calculamos as

/yj h(ly)d :/x:g(x)dx.

Exemplo 3.2. Encontre a solugdo geral da equacao

integrais definidas

dy 12

dt — y?’
Est 50 pod ita na f 2dy _ 42 o d () —
sta equacao pode ser escrita na forma y* =t & 5 (%) =
t2, onde y = y(t) (y é vista como funcio de ¢t uma vez que é
supostamente solugao da E.D.O. dada). Assim, integrando com

respeito a t, obtemos

/jt (f) dt = /tht Syt) =+ )3

Exemplo 3.3. No Exemplo 2.1, afirmamos que a familia de so-

lugoes da E.D.O. dy/dx = —y/x, ou melhor, xdy + ydxr = 0 é
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y(z) = ¢/x. Agora vamos resolvé-la e comprovar tal afirmagao?

Resolva a E.D.O. de primeira ordem zdy + ydx = 0. Observe que

1 1
xdy +yde =0< —dy = ——dx.
Yy x

Assim integrando ambos os lados da equacao acima, obtemos
In|y| = —In|z| + ¢ = In|z| ™t + c1.

Aplicando em ambos os lados da equacao a fun¢ao inversa do loga-

. . ~ . —1
ritmo neperiano (a funcio exponencial), obtemos |y| = /l#I” +e1 =

1 _ ,
el eet = ¢y )27, onde ¢y = et. De onde concluimos que

y(z) = £coz™ !, ou

y(z) =cz™L.

Exercicio Resolvido 3.1. Encontre a solu¢ao do P.V.1.

dy T
i y(v20)

A E.D.O. dada pode ser escrita na forma

dy d (y*\

Integrando com respeito a x, obtemos z2 + y? = 2.
Note que a familia de solugoes da E.D.O. % = —% ¢ dada
implicitamente pela equacio 22 + 32 = ¢2, ou seja, a equacio

G(x,y,¢) =0, onde G(z,y,c) = 2> + y* — 2.

Bom, voltemos ao P.V.I.

dy x
2= 2 y(v20) = 4.
=y y(v20)

Ja sabemos a expressao implicita da familia de solucdes da E.D.O.,
agora 86 precisamos achar uma solucao dessa familia que satisfaca

a condi¢ao inicial dada. Desde que a solu¢do da E.D.O. tenha
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que satisfazer y(1/20) = 4, segue (v/20)2 4 (4)? = ¢? e, dai ¢ = +6.
Portanto, a solucdo do P.V.L.é dada implicitamente por 2% + 3% =
36, ou explicitamente, por y(z) = v/36 — 2.

Observe que se a condigdo inicial do P.V.I. fosse y(1/20) = —4, a
solucao explicita seria y(x) = —v/36 — 2.

Observacao 3.4. Vocé ja deve ter notado que quando separamos
as varidveis para resolvermos a E.D.O.; nos deparamos com a si-
tua ¢ao @dy = g(x)dz. Suponha que y = yp seja um zero da
fungao h(y), ou seja h(yp) = 0. Observe que nesse caso a fungao
y(x) = yo € solugao da E.D.O. separavel % = g(x)h(y) (solu-
¢ao de equilibrio), contudo ela pode nao aparecer na familia de
solucoes obtida pelo método, uma vez que a funcao @ nao esta

definida em y = y9. E 0 que acontece no exercicio seguinte.
Exercicio Resolvido 3.2. Resolva o P.V.I.

dy 2
— = —1 0) =0.
2 =Y , y(0)

Da expressao (3.8) o P.V.I.dado ¢ equivalente a

/y dy :/xda:
092—1 0 ’

onde estamos considerando y # +1.

Para resolvermos a integral da esquerda recorreremos a técnica

das fracoes parciais (para mais esclarecimentos sobre essa técnica

. 1 A B
veja Stewart (2006a)). Queremos que 2T = y-1 T yi1- Dessa

maneira, obtemos

1 1 1

y?—1 2(y—1) 2y+1)
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Assim,
J=dy = Jlag=n — apenldy = 5lnly = 11 = gloly +11 +

1 y—1
= QZn‘y+1‘+cl.

Portanto,

Y 1 z 1
/ 5 :/dx<:>ln
0o y°—1 0 2

Entao, a solucao procurada é dada implicitamente pela equacao

—1

-1 1
y’—anlzx—O.

y+1

Para acharmos a familia de solu¢ées da E.D.O. % =y —1¢s6

resolvermos a integral indefinida [ y;iﬁl = [dz. Assim, a familia
de solucoes é dada, implicitamente, por g—ﬁ = ce?” que se reduz

a (para obter essa expressdo final basta somar e subtrair 1 no

numerador)

() 1+ce*
r)=-—75".
Y 1—ce

Se ao invés da condicao y(0) = 0 do P.V.I.dado, quiséssemos resol-
ver esta mesma E.D.O. sujeita a condi¢ao inicial y(0)=- 1, seria
possivel achar a solucdo dentre as solucoes da familia encontrada?
A resposta é nao, observe que nao existe valor para a constante ¢

nesse caso. Observe que a tnica solucdo que satisfaz esse P.V.I1.é a

solucao de equilibrio y = —1, a qual foi "perdida'"pelo método.

Para finalizarmos essa se¢fo, deixamos como exercicio para vocés

aplicar esse método de resolucao para resolver a E.D.O.
4y — 23 =0

do exemplo 1.3 da aula 1.

(49,
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3.3 [Equacoes exatas

Antes de falarmos de equagdes exatas é necessario que gastemos
um tempo relembrando alguns pontos do conteiido da disciplina
Célculo II.

Em Calculo II, foi visto que se z = f(x,y) ¢ uma func¢do com
derivadas continuas em uma regido R do plano xy, entao sua dife

rencial total é dada por

dz = gdm + gdy (3.9)

- Oz oy 7
Em particular, se f(x,y) = ¢,c € R, segue de (3.9) que

_of, 9f
0= Fpdo+5,dv. (3.10)

Em outras palavras, dada uma familia de curvas f(x,y) = ¢, pode-
mos gerar uma equacao diferencial de primeira ordem calculando
o diferencial total dessa familia. Para mais informagoes sobre esse

assunto, veja Stewart (2006b).

Exemplo 3.4. Seja f(x,y) = ¢, onde f(z,y) = 4z + 233>, entdo
de (3.10) segue que

(4 + 32%y?)dx + (223y)dy = 0

que é equivalente a

diy B 4 + 3x2y?

dx 223y
Para o que vamos expor adiante é mais importante inverter o pro

blema, ou seja, dado

dy 4+ 329>
de 223y
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temos equivalentemente que
(4 + 32%y*)dx + (223y)dy = 0,
onde, por (3.10), pode ser vista reescrita como
d(4x + 23y*) = 0.

Assim, integrando essa ultima equagdao obtemos uma familia de

. 4+3{L’2y2

o dy _
solugoes para a E.D.O. 22 = 525,

Definig¢ao 3.2. (Diferencial Exata)- Uma expressao diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy

¢ uma diferencial exata em uma regiao R do plano zy se ela cor-
responde a diferencial total de alguma func¢ao f(z,y), ou seja, se

M(x,y)dx + N(x,y)dy = dz, onde z = f(x,y).
Definicao 3.3. (Equagao exata)- Uma equagao
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

é dita exata se a expressao do lado esquerdo for uma diferencial

exata.

Exemplo 3.5. A equacgao (1 + cos(t + x))dt + cos(t + z)dz =0 é
exata, pois (1 + cos(t + z))dt + cos(t + x)dx = d(t + sin(t + z)).
Observagao 3.5. Sabendo que uma determinada equagao
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 é equacdo exata, segue pela defini¢do
que existe uma funcao z = f(z,y) tal que M (z,y)dx+N(z,y)dy =

dz. Portanto,

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 < dz = 0.
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Logo, para acharmos a solucao geral da equacao exata dada basta-
nos resolver a equagdo dz = 0, cuja solucao é f(x,y) = ¢, onde ¢
¢ uma constante. A expressao f(z,y) = ¢ é chamada a integral

geral da equacao exata.

Até agora vimos equagdes que facilmente deduzimos sua diferen-
cial, mas se nos defrontarmos com equagcoes mais complicadas pode
ficar dificil decidir se a equacao é exata ou nao e obter sua dife-
rencial, caso seja exata. Dessa maneira, gastaremos um tempo
expondo um teste para identificar se a equacao é exata ou nao e

uma vez exata como obter sua diferencial.

Teste para identificar uma equacao exata

Teorema 3.1. Sejam M(z,y) e N(x,y) fungdes continuas com
derivadas parciais continuas em uma regiao retangular R definida
pora < x < B,y <y<?d. Entao, M(x,y)dx + N(z,y)dy é uma
diferencial exata se, e somente se,

oM  ON

oy o
A demonstracdo desse teorema é muito ntil no sentido que nos
ensinara como calcular a diferencial, caso a equacao seja exata.
Dessa maneira, vamos a demonstracao!!
Demonstracao:
Observe que M (z,y) = %, para alguma fungao f(x,y) se, e so-

mente se,

fay) = / M(a, y)dz + h(y), (3.11)
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onde h(y) é uma funcao qualquer de y. Derivando parcialmente

com respeito & y ambos os lados da equagao (3.11) obtemos

of [ OM(z,y)

95 _ /
3y By dx + h'(y).

Portanto, 0f /0y seré igual a N(x,y) se, e somente se,

N(z,y) :/%jy)dm—i—h'(y)

ou equivalentemente,

h'(y) = N(z,y) — / de. (3.12)

dy
Observe que h/(y) é uma funcdo apenas de y, enquanto o lado di-
reito da equacgao (3.12) é uma funcao das variaveis z e y. Portanto,
a igualdade (3.12) so6 faz sentido se o lado direito for uma fungao

apenas de y, e este é 0 caso se, e somente se,

0 OM (x,y) _ON OM
oz [N(a:,y) _/ y d:n} T or Oy =0

Portanto, se %—]\; #+ %—];] nao existe fungao f(z,y) tal que % =M

e 2L = N. Por outro lado, se 24 = 9N ont50 nos podemos obter
dy ) dy ox

h(y) Z/[N(x,y)/m{é;’y)dw] dy,

consequentemente, % =M e % = N onde

f(m,y):/M(a:,y)da:+/ [N(x,y)—/a]\/[(;;’y)dx] dy.
(3.13)

Exemplo 3.6. Encontre a solugdo geral da E.D.O.

dy

2t% = 0.
a T

322

3
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Observe que a E.D.O. acima pode ser escrita na forma
2ty3 dt + 3t%y? dy = 0.

Note que, pelo Teorema 3.1, essa equac¢ao ¢ uma equagao exata

pois
0 3 9 2,2
—(2t =—(3t .
oy 2V = 5,8t
Logo, temos que existe uma funcao z = f(¢,y) tal que
of 3
— =2t 3.14
5 = Y (3.14)
e
Of o2 2
= = 3t7y”~. 3.15
By y (3.15)

Para acharmos a funcdo f iremos proceder como na demonstragao
do teorema acima. Assim, integrando a equacao em (3.14) com

respeito a varidvel ¢, otemos

f(t.y) = °y° + h(y).
Agora derivando esta ultima igualdade com respeito a y, obtemos

0
ai(t, y) = 3% + H(y).

a qual devera ser igual a expressdo em (3.15). Dai segue que 3t2y%+
R (y) = 3t?y?, o que resulta h/(y) = 0 e assim h(y) = a, onde a &
uma constante a qual suporemos ser zero. Portanto, a solucdo da

E.D.O. dada é t?y® = ¢ onde ¢ é uma constante.

3.4 Obtendo solucao de uma equacao de pri-

meira ordem nao exata

Suponha agora que uma determinada equagao diferencial ordinéaria

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3.16)
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nao seja exata. Serd que existe uma maneira de torna-la exata?
Ou melhor, n6és podemos encontrar uma fun¢ao pu(z,y) tal que a

equacao diferencial

pwlz, y)M(z,y)dz + p(z,y)N(z,y)dy = 0 (3.17)

seja equivalente a anterior e seja uma equagao exata? (Duas equa-
¢oes diferenciais sdo equivalentes quando solucoes de uma sao so-
lucoes da outra e vice-versa). A resposta é sim. Vamos ver como
podemos fazer isso?

Sabemos da discussao anterior que a condigao para que (3.17) seja
exata é

) 9

oy ((z,y) M (z,y)) = %(u(fv,y)N(:&y))

ou equivalentemente

ou oM Ou ON
My Ty = Nas T

(3.18)
(Por simplicidade omitimos a dependéncia das fungdes com res-
peito & x,y). Portanto, a equagao (3.17) é exata se, e somente
se, u(x,y) satisfaz a equacdo (3.18). Dessa maneira para achar-
mos a fung¢ao p(z, y) procurada, temos que resolver a E.D.P. (3.18).

Como nao sabemos resolver E.D.P. ainda, trabalharemos com algu-

mas hipdteses sobre a fungdo p a fim de simplificarmos a condi¢ao

(3.18).

1) Considere p uma fungao apenas de z. Nesse caso (3.18) se reduz

a
oM ON

dp 7 )
_ = Y xu.

= 3.19
dx N ( )

Mas, como o lado direito da expressao (3.19) depende das variaveis

x ey e olado esquerdo é funcio apenas da variavel x, esta expressao

(55,



Equacgoes de primeira ordem: Equacoes separaveis e

Equacoes exatas

(56,

s6 terd sentido se

oM _ ON
% = G(x).
Neste caso, teremos
w(z) = el Gz, (3.20)

Para achar a expressao de i dada acima, basta separar as
variaveis em (3.19) e integrar.

2) Considere p uma fungao apenas da varidvel y. Neste caso o
raciocinio é 0 mesmo que no caso anterior e dessa maneira obtemos

ply) = el 1O,

ON _ oM

onde H(y) = %.

Observacao 3.6. 1) O fator u(x,y) encontrado nos casos 1) e
2) acima é chamado fator integrante para a equacao (3.16). A
razao para essa nomenclatura deve-se ao fato que uma vez achado
a fungdo p que torna (3.16) exata, podemos facilmente integrar a
equacao e resolver a E.D.O..

2)Nem sempre as equagoes (3.16) e (3.17) serdo equivalentes. Para
que isso ocorra é necessario que u(z,y) # 0 para todo (x,y) no
dominio da funcao.

3) A expressao
oM ON

oy ox
N

é quase sempre uma fun¢do que depende de = e y. Apenas para
pouquissimas fung¢oes M (x,y) e N(x,y) a expressdo acima depen-
derd apenas da variavel z. Uma situacao semelhante ocorre quando
i depende apenas da variavel . E por essa razao que muitas equa-
¢oes diferenciais nao podem ser resolvidas.

4)A constante que aparece no processo de integragao da equacao

(3.19) pode ser omitida sem prejuizo para os resultados.
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Exemplo 3.7. Encontre a solugdo geral da E.D.O. 3

©
2

+ 2ye*)dx + (y + e*)dy = 0.
Essa equacao nao é exata pois %—Ay/[ =y + 2e” #£ %—g = e”. No

entanto,

1 <aM aN> oyt

N\dy 9zx) y+er

Portanto, esta equacio tem u(z) = e/ % = ¢ como fator de inte-

gragao. Isto significa que a equagao

v

5 +2ye”)dx + (y + e*)dy =0
é equivalente a

Y2

ex(g+2yem)dx+e$(y+em)dy:0 (3.21)

e esta tltima é uma equagao exata. Logo, existe uma func¢ao z =

f(x,y) tal que (3.21) se reduz a
dz=10

e assim a solucao de (3.21) é f(z,y) = ¢,c € R. Calculando a
2

fun¢do z = f(x,y) obtemos f(z,y) = Le” + ye**. E resolvendo a

expressao f(x,y) = ¢ para y obtemos as solugdes explicitas
y(z) = —€ £ [¢*® + 2ce"]V/2.

Novamente gostariamos de enfatizar que nessa questdo usamos a
formula dada em (3.20) para obtermos o fator integrante u(z),
no entanto vocés nao precisam decorar formulas e nem queremos
incentivar tal ato. Para nao decorar féormulas basta que:

1) Dada a E.D.O. (3.16) verifique se a mesma é exata. Caso nao

seja multiplique-a por pu(z,y).
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2)Resolva a equacao (3.18) fazendo as hipoteses que p depende
apenas de x (caso 1 apresentado acima) ou que u depende apenas

de y (caso 2 apresentado acima).

3.5 Conclusao

Da aula de hoje concluimos que é possivel com um pouco de pa-
ciéncia e cuidado resolvermos algumas equagoes diferenciais ordi-
narias de primeira ordem, a saber, aquelas chamadas por equacoes

separaveis e equacoes exatas.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos a identificar algumas equacoes dife-
rencias de primeira ordem, a saber, equacoes separaveis e equacoes
exatas. Vimos vérios exemplos de equacoes separaveis e alguns cui-
dados que devemos ter na hora de resolvermos tais equacoes, pois,
em alguns casos, o método aprendido nao nos dé todas as equa-
¢oes da E.D.O. em questao. Vimos que algumas solugoes sao
"perdidas"pelo método.

Vimos também como testar se uma dada equacao é exata e uma
vez exata como obter a expressao da diferencial. Algumas equa-
¢oes que nao sao exatas podem ser "tornadas"exatas (na verdade
podem ser equivalentes a equagoes exatas) pela multiplicagdo de
um fator de integracao p(z,y) e, dessa maneira, conseguimos fa-

cilmente resolvé-las.

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula continuaremos com outros métodos de re-
solucdo para E.D.O. de primeira ordem. Veremos como resolver
equacoes lineares de primeira ordem, equacoes homogéneas e muito

malis.

ATIVIDADES

Atividade. 3.1. Resolva as E.D.O.’s abaixo

a)y +ay==x
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b) (e?¥ — ycosxy)dr + (2ze? + 2y — x cosxy)dy = 0

¢) dy/dt +yv/tsent =0

Atividade. 3.2. Ache um fator integrante que torne a E.D.O.
y(x +y+ 1)dz + (z + 2y)dy = 0 uma E.D.O. exata, ou melhor,

equivalente a uma E.D.O. exata. Resolva a E.D.O. exata obtida.

Atividade. 3.3. Determine o comportamento, quando ¢ — oo,

de todas as solugoes da equacao

d
dfi+ay20,aeR.

Atividade. 3.4. Considere o problema de valor inicial

dy
— = 3)=0.
a)Resolva o problema de valor inicial acima.
b) Existe uma tinica solugao para o problema de valor inicial acima?

Justifique sua resposta.

¢)E o P.V.L % = /Y, y(—4) = 5 tem solucdo unica? Justifique

sua resposta.

d) Determine os pontos (tg, yo) para os quais podemos garantir que
o problema de valor inicial

dy
E - \/@a y(tﬂ) = Yo

tenha solucao tnica.

Atividade. 3.5. Determine uma fun¢do y = y(x) cujo gréfico

passe pelo ponto (1,1) e tal que a reta tangente no ponto genérico

2242y
y—2x °

(x,y) tenha coeficiente angular
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Atividade. 3.6. Encontre uma solucao satisfazendo a equacao 3
diferencial e a condic¢do inicial dada.
d
P +2y= f(x),y(0) = 0 onde
1, se 0<x <3
flx) =

0, se >3

Atividade. 3.7. a)Encontre o valor de k para que a EDO seja
exata (y° + kzy* — 22)dx + (3292 + 202%y3)dy = 0.

b)Resolva a EDO dada verificando que a funcao indicada seja um

fator de integracao

6rydr + (4y + 927)dy = 0, u(z,y) = ¢,
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