AULA

E.D.O. lineares de ordem
superior

META:

Descrever todo o fundamento teérico necessario para apresentar as
técnicas de resolugao para E.D.O. lineares de ordem superior.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Reconhecer uma E.D.O. linear homogénea e nao homogénea de
ordem superior.

Descrever as principais propriedades das solucoes desse tipo de
E.D.O..

Aplicar satisfatoriamente o método conhecido por reducio de or-
dem de uma E.D.O. linear homogénea de ordem superior.
PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos das aulas 1 e 2.
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Consideramos que uma
E.D.O. é de ordem supe-
rior quando sua ordem é
igual ou maior do que 2.
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6.1 Introducao

Caros alunos, nessa sexta aula gastaremos um tempo apresentando
definicdes e alguns resultados importantes para o entendimento
das técnicas de resolucao de E.D.O.’s lineares de ordem superior,

as quais nés comecaremos a estudar na aula seguinte.

6.2 Equacodes diferenciais ordinarias lineares

de ordem superior - Fundamentos teéricos.

Vale a pena recordar que uma equacao diferencial de ordem n da
forma,

an(2)y™ + - + a1 (2)y + ao(x)y = g()
é dita linear. Para uma E.D.O. linear de ordem n, um P.V.I. é da
forma

an(2)y™ + - + a1 (z)y + ao(z)y = g(x)

o (6.37)

y(z0) = Y0, ¥ (x0) = y1,- -,y =y, 1,

onde g, Yo, Y1, -+ ,Yn—1 SA0 constantes.

Teorema 6.1. Considere o P.V.I. (6.37) tal que an(x),--- ,ap(x)
e g(x) sao fungoes continuas num intervalo I com an(z) # 0 para
todo x € I. Se x = xg € algum ponto deste intervalo, entio e-
ziste uma unica solugdo y(x) para o P.V.I. (6.37) definida num

intervalo J C I centrado em x.

Até que se mencione o contrario, daqui para frente, toda equacgao
linear mencionada estara sob as hipéteses do teorema de existéncia

e unicidade enunciado acima.
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Observacao 6.1. Existe também um outro tipo de problema: o 6

problema de valor de contorno, (P.V.C.). A equagao

an(2)y™ + -+ ar(@)y + ao(z)y = g(z),

sujeita as condigoes

y(zo) = yo,y(z1) = y1, -, y(@n—1) = Yn—1

¢ chamado Problema de Valor de Contorno. Esses problemas se
caracterizam pelo fato das condicoes de contorno ou condicoes de
fronteira envolverem apenas a fungao, como é o caso apresentado
acima, ou as suas derivadas (y'(zo) = yo,v' (1) = 1, , ¥ (xn-1) =
Yn—1), Ou uma misturas das duas, além da variavel dependente y
ou suas derivadas serem especificadas em pontos distintos. Um
problema de valor de contorno pode ter muitas, uma ou nenhuma
solucao.

Na subsec¢ao abaixo abordaremos o assunto de dependéncia e inde-
pendéncia linear de fungoes, o qual serd muito til quando falarmos

de solugao geral de equacoes mais adiante.

6.2.1 Dependéncia e independéncia linear de funcées

Definigao 6.1. (Dependéncia linear) Dizemos que um conjunto
de fungoes fi, fa, -, fx € linearmente dependente (L.D.) num in-

tervalo I se existem constantes cq,--- , ¢, nao todas nulas tais que

lel(x) + - 7Cnfn($) =0

para todo = € I. Caso contrario, dizemos que fi, fo, -, fn s@0
linearmente independentes (L.I.) em I, ou seja, se existirem cons
tantes c1, cg, -+ , ¢y tais que se ¢1 f1(x)+- - -+ ¢, fn(z), para algum

rE€lentaocy =cog=---=c¢, =0.
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O termo Wronskiano foi
dado em homenagem ao
polonés e matematico
Wronski que viveu entre
1778 a 1853.
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Exemplo 6.1. As funcdes fi(z) = sec® z, fo(x) = tan’ z e f3(z) =

1 sdo L.D. em I = (—7/2,7/2). De fato, observe que sec’z =

¢ —tan®x — 1 = 0, logo

1 + tan® x para todo z € I. Assim, sec
C1 = 1,02 = —1,63 =—1.

A seguir apresentaremos um critério para identificarmos se um
dado grupo de fungbes nao é linearmente dependente. Esse crité-

rio é muito util pois ndao temos que recorrer mais a definicao de

funcoes L.D. para determinar a independéncia de funcgoes.

Critério para independéncia linear de fungoes.

Teorema 6.2. Sejam f1, fo, -, fr k fungées pelo menos k — 1

vezes diferencidveis em um intervalo 1. Entao, se

fi(z) fa(z) fr(z)
ot fi(z) f3(x) fi(@) L0
A @ #57@ - 5w
em um ponto xg € I seque que o conjunto de fungoes fi, -+, f

serd linearmente independente em I.

O determinante apresentado no teorema acima é denotado por

W (f1, fa,- -+, fx) e € conhecido como o Wronskiano das fungoes

Jiooo s e
Exemplo 6.2. Considere as fungoes f1, fo dadas por fi(z) =

e cos fr e fa(x) = e*sen Sz, onde «, S sdao nameros reais tais
que [ é diferente de zero. As fungoes f1, fo dadas sao linearmente

independentes para todo em R. De fato, observe que

e** cos Bx e*“sen Bx o
W(f1, f2) = = Be™",

e**|acos fx — Bsen fz] e**|asen Bz + [ cos B
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o qual é diferente de zero para todo x real. Assim, pelo teorema 6
acima provamos que fi, fo sdo linearmente independente em R.

Observe que se a = 0, as fungoes f1 e fo se reduzem, respectiva-

mente a cos fx e sen Sx, as quais ainda serdao linearmente inde-

pendente em R.

A reciproca do teorema acima em geral é falsa, como mostra o
exemplo a seguir, contudo para solugoes de uma classe de E.D.O.

lineares (as E.D.O.’s lineares homogéneas) a reciproca é valida.

Exemplo 6.3. As fun¢oes fi e fo dadas por fi(z) = 23 e fo(z) =
|z|? sdo L.I., no entanto seu Wronskiano ¢ zero. E um bom exerci-
cio para o leitor interessado provar essa afirmacao. (Use a defini¢ao
de func¢ao modular, ou seja, |x| = x,se z > 0 e |z| = —x,se z < 0.)
6.2.2 Solucodes de equacodes diferencias ordinarias lineares.
Nesta subsecao enunciaremos resultados importantissimos os quais
serao usados adiante.
Equacoées lineares homogéneas
Uma E.D.O. linear de n-ésima ordem da forma
an(z)y™ + -+ a1 (x)y + ap(z)y =0 (6.38)

é dita E.D.O. linear homogénea. Enquanto que

an(@)y™ + -+ ar(x)y +ao(x)y = g(z),  (6.39)

onde g(x) ndo é identicamente zero é dita E.D.O. linear nao
homogénea.
No texto a seguir, estamos considerando as fungoes ag, ay, - - - ap,

dadas acima, continuas em um intervalo I e a,(z) # 0, para todo
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xz el

Principio da superposicao

Teorema 6.3. Sejam y1,ys2, -, yr solucdes da E.D.O. linear ho-

mogénea (6.38) num intervalo I. Entao, a combinagao linear

y(x) = cay (@) + - - cryi (),
onde c1,- -+ , ¢ sao constantes é também solugao de (6.38) em I.
E facil ver que do teorema acima segue os seguintes corolarios

Corolario 6.1. Seja yi(z) solugao de (6.38), entao y(z) = c1y1(x)
é também uma solugao de (6.38), ou seja, mailtiplo de solugao é

solucdo.

Corolario 6.2. Uma E.D.O. linear homogénea sempre possui a

solucao trivial.

Em geral o corolario 6.2 nao é valido para E.D.O.’s lineares nao
homogénea.

Observe que, uma vez que o conjunto de todas as solugdes de uma
E.D.O. linear homogénea possui a solucao trivial e combinagao
de solugoes é solugao, podemos afirmar que esse conjunto é um
espaco vetorial e como tal é coerente procurarmos a base desse
espaco vetorial. Dessa maneira, abaixo daremos um critério para
identificarmos quando n solugoes de uma E.D.O. linear homogénea

sao L.I..

Solugoes linearmente independentes
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Aqui estamos interessados em determinar quando k solugbes da
E.D.O. linear homogénea (6.38) sdo L.I.. Nesse caso vale a reci-

proca do Teorema 6.2, a saber

Teorema 6.4. Sejam y1,y2, -, yr solugoes de (6.38) num inter-
valo 1. Entao, o conjunto de solugcoes y1,y2, -,y € linearmente

independente se, e somente se,

W(y17"' ;Z’Jk) 7&0

para todo x em 1.

Definicao 6.2. Qualquer conjunto y,--- ,y, de n solucdes L.I.
da E.D.O. linear homogénea de ordem n (6.38) em um intervalo
I é chamado de conjunto fundamental de solugoes de (6.38)

num intervalo I.

Teorema 6.5. Sejam yi(z), - ,yn(x) um conjunto fundamental
de solugoes de (6.38) definidas num intervalo 1. Entao, a solugao

geral da equagio (6.38) nesse intervalo é dada por

yc(x) = Clyl(x) + -+ Cnyn($)7
onde c1,--- , ¢, Sao constantes.

E util vermos a demonstracao desse teorema uma vez que na de-
monstracdo usamos fortemente o principio da superposicao e o
teorema de existéncia e unicidade. Entao, vamos a proval!

Demonstragao: A fim de simplificar a escrita, faremos a de-
monstragao para o caso particular n = 2. Assim, seja y(z) uma

solucao qualquer da E.D.O. linear homogénea

az(z)y" + a1 (x)y’ + ap(x)y = 0.
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E sejam y1(x), y2(x) um conjunto fundamental da E.D.O. acima.
Assim, uma vez que y1,y2 sdo L.I. segue, pelo Teorema 6.4, que
W(y1,y2) # 0, para todo z € I. Portanto, seja oy € I tal que

W (y1(xo), y2(z0)) # 0 e seja k1 = y(xg) e ko = 7' (x9). Se exami-

narmos o sistema
c1y1(xo) + caya(zo) = k1

ayy(zo) + cavh(xo) = ke

veremos que podemos encontrar de maneira tnica as constantes
c1 e co, uma vez que o determinante da matriz dos coeficientes,
W (y1(zo), y2(0)), € diferente de zero.

Seja G(x) = c1y1(x) + coy2(x). Observe que, pelo principio da

superposi¢ao, G é solugao de (6.38) e além disso note que
G(z0) = c1y1(@o) + cay2(20) = k1

G'(z0) = c1yy (o) + cayh(wo) = ko.

Dessa maneira, a funcao G ¢é solugao do P.V.I.

az(2)y" + a1(x)y’ + ao(x)y = 0,y(x0) = k1,9 (x0) = ko

Por outro lado, temos que F(z) é solugao desse P.V.1., entdo, pelo
teorema de existéncia e unicidade, isso s6 pode acontecer se y(z) =
G(z), para todo z € I.

Portanto, mostramos que qualquer solu¢ao da E.D.O. (6.38) ¢é es-
crita como uma combinacao linear das fun¢des de um conjunto

fundamental de (6.38).
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Teorema 6.6. (Existéncia de um conjunto fundamental)
Dada uma E.D.O. linear homogénea de ordem n (6.38) existe (e-
ziste, mas em geral nao € inico!) sempre um conjunto fundamental

para esta E.D.O. definido em um intervalo I.

Equacoées lineares ndao homogénea

Aqui descreveremos como é a expressiao da solucdo geral de uma

E.D.O. linear nao homogénea.

Teorema 6.7. Seja y, uma solucdo particular da E.D.O. linear
nao homogénea (6.39) num intervalo I e seja {y1,--- ,yn} um
congunto fundamental da E.D.O. linear homogénea associada a
(6.39) em I. Entao, para qualquer solucio y(x) de (6.39) exis-

tem constantes cy,--- ,c, tais que
y(@) = ye(x) + yp(), (6.40)

onde yc(x) =y (.73) +oeet Cnyn(l')'

Demonstragao: Para facilitar a escrita, novamente, faremos a
demonstracao para o caso particular n = 2.

Sejam y(z) e yp(z) solucdes de
az(2)y” + a1(2)y’ + ao(z)y = g().
Considere a funcio u(z) = y(x) — y,(z), entdo
az(z)[y" — y,] + a1(x)[y" — y,] + aoly — yp] = f(x) — f(x) =0.

Logo, a funcao u = y — y, € solugao da E.D.O. homogénea associ-

ada

az(z)y" + a1 (x)y’ + ap(x)y = 0.

6

Uma solugao é dita solu-
cao geral de uma equa-
¢ao diferencial ordinaria
quando qualquer solugao
dessa E.D.O. puder ser es-
crita no formato dessa so-
lugao.
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Assim, pelo teorema anterior u(z) = c1y1(x)+caya(z), onde {y1,y2}

é um conjunto fundamental da E.D.O. homogénea acima. Por-

tanto, y(x) = ciyi(z) + cay2(x) + yp(x).

Dessa maneira, pelo teorema acima, concluimos que uma solugao

geral de (6.39) é dada por (6.40), a qual nada mais é do que a

soma da solucao geral de (6.38) mais uma solugao particular da
E.D.O. linear ndo homogénea (6.39). Assim, por exemplo, dada

uma E.D.O. linear ndao homogénea
y" — Ty + 10y = 24¢”

e uma soluc¢do particular dessa E.D.O., y,(z) = 6e”. Para achar-
mos uma solucdao geral da mesma, basta-nos resolver a E.D.O.

linear homogénea associada
y" — 7y + 10y = 0.

Abaixo descrevemos um teorema que nos sera muito util na obten-

¢ao de solucoes para E.D.O.’s lineares ndao homogéneas.

Teorema 6.8. Seja yp,, para i = 1,--- , k solugao da E.D.O. li-

near
an(x)y™ + -+ a1 (2)y (x) + ao(x)y = fi(z),i=1,--- k.

Entao,

Yp = Ypr T+ Upy

€ uma solucao particular para

an(@)y™ + - ar(2)y (2) + ao(2)y = fi(@) + - + fu(@)
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No exemplo abaixo explicaremos melhor a importancia desse teo-

rema.

Exemplo 6.4. Queremos encontrar uma solugdo particular para

a E.D.O.

y//
Z+y’+y:x2—2x.

Observe que, pelo teorema acima, como y,, = 2 — 2z + 3/2 ¢

solucao particular de

e Yp, = —2x + 2 ¢ solugao particular de

i

yz+y/+y:—2x,

entdo uma solugdo particular da E.D.O. em questdo serd a soma
das duas solugdes particulares encontradas, ou seja y,(z) = 2?2 —

4 +7/2.

6.3 Reducéao de ordem

Uma das propriedades importantes das equagoes lineares é que
podemos simplificar ou em algumas vezes resolver uma E.D.O.
linear

an()y™ + -+ + agy = g(x)

mesmo nao tendo um conjunto fundamental para a E.D.O. linear

homogénea associada
an(2)y'™ + -+ + agy = 0.

A idéia é reduzir a ordem da E.D.O. linear conhecendo uma so-

lugdo nao trivial da E.D.O. linear homogénea associada. A essa
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técnica damos o nome de redugao de ordem. O exemplo abaixo

ilustra o que falamos

Exemplo 6.5. Considere a E.D.O. linear de segunda ordem
22y + 2%y — 21 + 1)y = z,2 € (0,00). (6.41)

Uma solugdo para a E.D.O. homogénea associada é dada por

y(z) = 22. Procuremos uma solucdo para a E.D.O. nido homo-

génea acima da forma y(z) = z?u(x). Assim, derivando essa ex-

pressao e substituindo em (6.41), obtemos
22 (2% + 4z’ 4 2u) = 23 (2% + 20u) — 2(1 4+ 22 = =z,

que organizando fica

4+ a° 1
u"—i—ﬂu’ - .
x x

Observe que podemos considerar esta tltima equagio como uma
equagdo linear de primeira ordem em v’ (aqui houve a reducéo de

ordem). Nesse caso, resolvendo essa equacao linear, obtemos

/ _ —4_—x2/2
u(r) =— +c1z e
() HZ4+ 1

e, integrando temos

u(z) = — +c1 /x4e‘”2/2dx + co.

323

Dai, concluimos que

1
y(x) = 2’u(x) = % + c12? /x_4e_z2/2dm + cox?
x
é solugao geral de (6.41) uma vez que as fungoes fm_4e_””2/2 e 22

sao solugoes L.I. da E.D.O. homogeénea associada.
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A seguir apresentaremos a técnica de redugao de ordem apenas
para E.D.O. linear homogénea de segunda ordem.

Considere uma E.D.O. linear homogénea de segunda ordem
as(2)y” + a1(x)y’ + ao(z)y = 0 (6.42)

tentaremos construir uma segunda solu¢ao de (6.42) num intervalo
I conhecendo-se uma solu¢ao nao trivial, y;(z), de (6.42) definida
em I. A idéia é que (6.42) pode ser reduzida a uma E.D.O. de
primeira ordem por meio de uma transformacao envolvendo ;.

Seja y; uma solugdo nao trivial de (6.42), procuramos uma se-
gunda solu¢ao yo de (6.42) de modo que y; e y2 sejam L.I. em

I. Observe que se y; e y2 sdo L.I. em I, entdo o quociente y2/y;
y2(x)

y1(z)

u(x) # ¢, e ¢ € uma constante. Logo, a solugdo procurada é dada

nao serd uma constante em I, ou seja, = u(z),z € I, onde

por y2(z) = u(z)y1 ().

O método da reducao de ordem

Considere a E.D.O. linear homogénea de segunda ordem na forma
padrao

y' + P(x)y' + Q(x)y =0, (6.43)

onde P, sao continuas em algum intervalo I. Suponha que y; é
uma solucao nao nula conhecida de (6.43) definida em . Considere

uma segunda solucao de (6.43) da forma y2(x) = y1(z)u(z), assim

yh = u'y1 + uy}

Yy = u"y1 + 20"y} + uyy.
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Substituindo essas expressoes em (6.43), obtemos

Yy + Pyy + Q2 =0 < u'yr + 2u'y) + uy! + Plu'yy + wyi] + Quy] =0
s u'y +u'[2y) + Py +uly! + Py + Q] =0

<y + 4 2y) + Pyl =0
uma vez que y{ + Py; + Q = 0 (pois y; é solugdo da E.D.O.

homogeénea). Fazendo v’ = w, temos
yiw’ + [2y] + Pyilw = 0 & w' + [2y] /y1 + Plw = 0.

. d 1 d d
De onde obtém-se ©% + [2% + Pldr =0 = %2 + 2% + Pdx = 0.

Integrando segue que In|wyf| = — [ Pdx + ¢ e assim
ce— J P(z)dz
w=—"——
vi (@)

Entao, como w = v/, temos

effP(a:)dx
u(z) = C/2d$—|—d,c,d€ R.
yi (@)

Portanto, uma vez que y2(z) = u(x)yi(x) segue

e~ J P(x)dz
ya2(z) = ey / ——5—~—dx + dy(x).
yi(z)

Escolhendo d =0 e ¢ =1, temos
e~ J P(z)dz

Observe que no decorrer do processo o problema se reduziu a resol-
ver uma E.D.O. uma unidade a menos do que a E.D.O. inicial, ou
seja, tudo se reduziu a calcular a solu¢do da E.D.O. w'+ 2y} /y1 +
Plw = 0.

Vamos aplicar esse método ?

Maos a obra Ache a solugao geral da E.D.O. xy” -1 = 0 sabendo

que y = 1 é uma solucdo dessa E.D.O..
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6.4 Conclusao

Na aula de hoje vimos todo o aparato tedrico que nos aju-
daré a resolver equacoes diferenciais lineares mais adiante. Vimos
que essas equacgoes dispoem de propriedades importantissimas as
quais possibilitam que esse conjunto de equagcdes possa ser melhor

explorados e, em alguns casos, as solu¢oes encontradas.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos algumas propriedades das equagoes

diferenciais lineares, tais como:

e Combinacdo linear de solucdes de uma E.D.O. linear ho-
mogénea é sempre uma soluc¢do dessa E.D.O.. Além disso,
a solucao geral para esse tipo de E.D.O. é dado por uma
combinacao linear de fun¢oes que pertencem a um conjunto

fundamental dessa E.D.O..

e A solucao trivial é sempre solucdo de uma E.D.O. linear

homogénea.

e E possivel obter a solucdo geral para uma E.D.O. linear ho-
mogénea de segunda ordem conhecendo-se apenas uma solu-
cao dessa E.D.O.. Esse processo é conhecido por reducao de

ordem para E.D.O.’s lineares homogénea de segunda ordem.

e O processo de reducado de ordem pode ser aplicado a E.D.O.
lineares de ordem superior, seja ela homogénea ou nao ho-

mogénea.

Além disso, aprendemos um critério para identificarmos se um de-
terminado conjunto de solu¢oes de uma E.D.O. linear homogénea
é linearmente independente ou ndo, para isso usamos o conceito
de Wronskiano desse conjunto de solucdes. Vimos que basta que
o Wronskiano desse grupo de funcgoes seja diferente de zero em al-
gum ponto do dominio dessas funcoes para que esse conjunto seja

L.I.




Equacoes Diferenciais Ordinéarias AU_LA

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula comecaremos expondo de fato os métodos

para resolucao de E.D.O. lineares de ordem maior do que um.

ATIVIDADES

Atividade. 6.1. Verifique se pode ser encontrado um membro da
familia de solugoes y = cie® cosx + coe® sinx da EDO " — 2y +

2y = 0 que satisfaga as condi¢oes de contorno y(0) = 1,y'(7) = 0.

Atividade. 6.2. Verifique se a familia de func¢des a dois para-

metros
y=cicosz+ cgsinz + xsinx + (cosx)in(cosz),x € (—m/2,7/2)

¢ a solucao geral da EDO linear nao homogénea y” + y = sec .
(Lembre-se que uma solugao geral de uma E.D.O. linear
nao homogénea é a soma de uma solugao de uma solugao
geral de uma E.D.O. linear homogénea com uma solugao

particular dessa E.D.O. nao homogénea)

Atividade. 6.3. Use redugdo de ordem para encontrar uma se-

gunda solugdo ya(z) para
y" + 16y = 0;91(x) = cosdx

tal que y; e yo sejam L.I.

Atividade. 6.4. a)Construa uma EDO de la. ordem linear da

forma zy’ + ap(z)y = g(x) para a qual y. = c¢/2® e y, = 2%,

onde y. ¢ a solugao geral da equagao homogénea associada e y, é

;;J'/—-—u =
(109,

4



E.D.O. lineares de ordem superior

(110,

uma solucao particular da E.D.O. nao homogénea dada. Dé um

intervalo no qual y = 2% + ¢/2® seja uma solucdo geral da EDO.

b)Dé uma condi¢ao inicial y(z¢) = yo para a EDO encontrada no

item a) de tal forma que a solugdo do PVI seja y = 23 — 1 /3.
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