AULA

E.D.O. lineares
com coeficientes constantes

META:

Descrever o método de resolucao para equagoes diferenciais ordi-
nérias lineares com coeficientes constantes.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Resolver uma E.D.O. linear com coeficientes constantes.
PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos da aula anterior.



E.D.O. lineares com coeficientes constantes

7.1 Introducao

Caros alunos estamos praticamente na metade do nosso curso e
nessa sétima aula vamos aprender como resolver algumas das equa-
¢oes diferenciais lineares de ordem superior, as quais sao equagoes
que modelam muitos problemas reais. Aqui nos restringiremos as
equacoes diferenciais ordinérias lineares com coeficientes constan-
tes.

Como vimos na aula anterior, uma solugao geral para tais equa-
¢oes é dada pela soma da solugao geral da equagao homogénea asso-
ciada e uma solugdo particular da equagdo nao homogénea. Dessa
maneira, comecaremos estudando as equacoes lineares homogéneas

com coeficientes constantes.

7.2 Resolvendo equacoes lineares homogéneas
com coeficientes constantes.

Consideremos a equagao diferencial linear homogénea de coefi-

cientes constantes de ordem n

any(n) + - 4 aly/ + agy = 07 (745)

onde ay,- - ,a, sdo constantes. Se n = 1, obtemos a equacao
a1y’ + agy = 0 e ja vimos na aula 4 que esta equagao tem solugao

exponencial dada por

_ a0
y(z) = ce fﬂldx,:vER.

Dessa maneira, nos indagamos se para ordens maiores podemos

obter solugoes também do tipo exponencial.

5 2
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Analisaremos aqui o caso n = 2. Para n = 2, temos
azy” + a1y’ + agy = 0, (7.46)

onde ag, a1, az sdo constantes. Suponha que y(x) = e™* seja solu-

¢ao de (7.46). Assim, derivando e substituindo na equagao temos

asm?e™ + ayme™ + age™* = (agm2 + aim + ag)e™* = 0.

xT

Como €™ #£ ( para todo x € R temos que y = €™ é solugao de

(7.46) se , e somente se, m é raiz da equagao
asm? + a1m + ag = 0, (7.47)

a qual é conhecida por equacao auxiliar ou equacgao caracte-
ristica de (7.46).

Observe que ao resolvermos a equacao auxiliar (7.47) trés casos
devem ser considerados, a saber:

1) Raizes reais distintas, mq,mg, quando o discriminante

A = a? — 4azag ¢ maior do que zero.

2) Raizes reais iguais, m = mj = mg, quando o discriminante

A = a} — dasayp & igual a zero.

3) Raizes complexas, m; = a + i3, mg = o — i3, quando o discri-
minante A = a% — 4aqag é menor do que zero.

Comecemos pelo primeiro caso.

Raizes reais distintas

Sob a hipotese que a equagao auxiliar (7.47) tenha duas raizes reais

distintas m; e mg, encontramos duas soluc¢oes para (7.46)

y1(z) = €™ e yo(x) = 2",

Afirmamos que essas duas solugoes yi,ys formam um conjunto

fundamental para (7.46) para todo x € R. De fato, calculando
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o Wronskiano dessas duas fungoes, obtemos W (y1,y2) = (mg —
ml)e(m1+m2)x, o qual é diferente de zero uma vez que mj # ms.
Assim, pelo Teorema 6.5 da aula anterior, uma solucao geral de

(7.46) é dada por
y(r) = cre™ 4 cpe™** v € R.

Raizes reais iguais

Quando mi = mo = m temos necessariamente uma tnica solugao

mr - onde m = —aj/2a3. Con-

exponencial, a saber, y;(z) = e
tudo, mesmo encontrando uma solucdo apenas neste caso, pode-
mos achar uma segunda solugao ys de (7.46) de modo que yi,y2
formem um conjunto fundamental para (7.46). Acharemos tal so-
lucao u sando o processo, apresentado na aula anterior, conhecido
por reducao de ordem. Assim, pelo que vimos na aula passada, a

solucdo yo procurada é da forma ys(z) = u(x)e™* que derivando e

substituindo na equacao encontramos

- e~ Jai/azdx - e2mz -
ya(z) =€ ———dx=e ——dr = xe™".

eQmm eZmr
Assim, neste caso, a solucdo geral para (7.46) ¢ dada por
y(x) = c1€™ + cowe™ x € R.

Raizes complexas

Se mq1 e mo forem raizes complexas, entdao m; = o + i3 € Mo =
a — i, onde «, 8 € R. Portanto, nesse caso temos duas solugoes
complexas y; (z) = e @) ¢y (x) = el*=P)* Egsas duas solucdes

sao L.I., uma vez que W(y1,y2) # 0, assim temos um conjunto
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fundamental para a equagdo homogénea e a solugao geral complexa
é dada por

y(z) = 1T 4 gyelamif)z,

No entanto, na pratica é preferivel trabalhar com funcgoes reais,
para isso faremos mais alguns cédlculos até obtermos uma solugao
geral composta por funcoes reais apenas.

Considere a formula de Euler

0

e" = cos O + isen .

Assim, nao é dificil ver que e#* = cosf + isen fx e e BT =
cos 3 — isen Bx.
Uma vez que y(x) = ¢1el@HB)7 eyele=iB)7 ¢ solucio de (7.46) para
quaisquer valores de ¢y e co, consideremos duas solugoes, uma com
c1 =1 =cy e outra com ¢gf =1 e cg = —1. Assim, obtemos as
seguintes solugoes
y1(l“) _ e(a—i—i,@)a} + e(a—iﬁ)z — 6a$[ei,3a: + e—iﬂx] — e%T9 o9 517
yQ(Z') — e(aJriB):r _ e(afiﬁ):p _ eam[eiﬁz .

e = e 24sen Ba

Como muiltiplo de solugao é ainda solugao (veja Corolario 6.1) se-

gue que
7y (x) = yléx) = e*cos fx
Yo(x) = yQQ(ZTT) = e*sen fx

sdo ainda solucoes de (7.46) e, além disso, como W(y,,7,) # 0,
temos que 7,7, ¢ um conjunto fundamental para (7.46). Neste

caso, uma solugao geral real de (7.46) ¢ dada por

y(z) = ¢1e*” cos fr + caesen B
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Exemplo 7.1. Encontre a solugao do P.V.L.

dzy dy /
2= —10-2 + 12y = =1 =2.
gz~ 0 12y =0,5(0) ,y'(0)

A equacao auxiliar nesse caso é
2m? —10m + 12 = 0,

cujas raizes sao m1 = 3, mo = 2. Assim, a solu¢ao geral da E.D.O.

dada é

y(t) = c1e3 + coe®.

E, como y(0) = ¢1 +¢c2 = —1 e ¢/ (0) = 3¢1 + 2¢2 = 2, segue que

c1 = 4,co = —5. Portanto, a solu¢do do P.V.I. é7y(x) = 4e3 —5e2t.

Exemplo 7.2. Ache todas as solucoes da equagao

d’y | dy
—— +4—= —4y =0.
dz? dw Y
Como se trata de uma equacao linear homogénea com coeficientes

constantes, devemos achar a equacao auxiliar, a qual é dada por
—m? +4m —4=0,

cujas raizes sdo mi = mso = 2. Assim, para obtermos a expressao
para todas as solugoes dessa E.D.O., devemos achar uma segunda
solucao, ye, que seja L.I. com y1(z) = €?*. Dessa maneira, usando o
processo conhecido por redugao de ordem, (lembre-se que para usar

esse processo a equagao deve estd na sua forma normal) obtemos

J 4dx
e
yo(z) = 62””/ i dr = ze®.

Assim, todas as solugdes da E.D.O. —327% + 4% — 4y = 0 sao da
forma

y(x) = c1€%® + come®®.
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Exemplo 7.3. (Oscilador harmonico) Resolva a equacao

d*z 9

Nesse caso, a equacao auxiliar é
2 2
m” +w” =0,

a qual tem raizes complexas, dadas por m; = wi,my = —wi.
Assim, pelo que vimos na explanagdo tedrica, a solu¢do geral real

neste caso é

x(t) = ¢1 coswt + casen wt.

7.2.1 Equacoes de ordem superior

Em geral, seguindo o mesmo raciocinio do caso n = 2, para se
resolver uma E.D.O. de ordem n linear homogénea com coeficientes
constantes (7.45) precisamos resolver uma equacao polinomial de

grau n,

anm™ + ap_1m™ -+ arm~+ag = 0. (7.48)

Entao,
e Se todas as raizes de (7.48) forem reais distintas, temos uma

solucao geral de (7.45) dada por
y(r) = 1™ + - 4 cpe™t.

e Se ocorrer, por exemplo, que a raiz my é 5 vezes repetida (ou
seja tem multiplicidade igual a 5) e as demais raizes reais distintas,

podemos mostrar que as solugées L.I. correspondentes a m; sao

mix x2em1x7 1’36mlz, x4em1x

4ot 7
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e neste caso teremos como solugao geral de (7.45)
y(z) = c1e™% + cowe™ + cgxe™® + cyadem™”

tesxte™T 4 cge™oT 4 - - 4 ¢ e™n,

e Se ocorrer uma raiz complexa mi = « + i com multiplicidade
k e as demais raizes reais distintas, sabemos que sua conjugada
mo = « — i3 também serd raiz de multiplicidade k e assim as

fungoes L.I. serao

€(a+’iﬁ)£’ xe(a+iﬁ)x, e ’$k_1e(a+26)z
e(afiﬁ)x, (L-e(afiﬁ)z’ e 71.16716(0471'5)%.

A solugdo geral real neste caso sera

y(x) = e*®[cy cos B + casen fx] + xe*P[cs cos B + cysen fx]+
o 2P Le [egp 1 cos B + copsen Ba] + coppq eI

s 4 e

Exemplo 7.4. Resolva a E.D.O.
y" + 2" +4y =0.

Essa equagdo homogénea tem equagao auxiliar dada por
m?® 4+ 2m? +m =0,

cujas raizes sao m1; = 0,my = mz = —1. Assim, a solugdo geral

sera

y(x) = c1 + coe” + cgre™ .
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7.3 Resolvendo uma E.D.O. linear nao homo-

génea com coeficientes constantes.

Existem dois métodos conhecidos para se resolver uma E.D.O. li-
near nao homogénea: coeficientes a determinar, usado s6 para
equagoes lineares nao homogeénea com coeficientes constantes e va-
riacao de parametros usado para quaisquer equacoes lineares
nao homogénea. Este dltimo veremos na proxima aula. Aqui a-
presentaremos o método dos coeficientes a determinar.

Método dos coeficientes a determinar

Pelo Teorema 6.7, da aula anterior, vimos que uma soluc¢do geral

de uma equacao diferencial linear nao homogénea
an(@)y™ + -+ ar(@)y + ao(x)y = g(z)

é da forma
y(z) = ye(z) + yp(2),

onde y.(x) é a solucao geral da E.D.O. homogénea associada e y,
¢ uma solugao particular da E.D.O. nao homogénea.

Pela se¢ao anterior ja sabemos calcular y.(z) quando a equagao li-
near tem coeficientes constantes, ou seja, quando a;(x),i =0,--- ,n
sao fungoes constantes. Logo, para encontrarmos uma solucdo ge-
ral para a E.D.O. nao homogénea, precisamos apenas calcular y,,.
O método que usaremos aqui para determinar y, é chamado mé-
todo dos coeficientes a determinar e s6 é aplicado a E.D.O.’s na

forma

any™ + -+ ary' + agy = g(2),

o 9
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onde a;,i = 0,--- ,n sao fungdes constantes e g(z) é uma fungao
polinomial, exponencial ou igual a ccos Sz, csen Sz ou combina-

¢oOes dessas funcgoes.

Exemplo 7.5. (A funcao g(z) é uma funcao polinomial, ex-

ponencial ou da forma c cos Sz ou csen 5x) Resolva a E.D.O.
Y —dy =2’ —x+2.

Resolvamos primeiro a E.D.O.linear homogénea associada y” —

4y = 0. A equagao auxiliar neste caso é
m?—4=0

cujas solugbes sao my = 2,mgy = —2. Assim, a solu¢do geral da

E.D.O. homogénea é dada por

Ye(x) = 1% + coe 2.

Para acharmos uma solucao particular y,, procedamos da seguinte
maneira: uma vez que a fungao g(x) é uma fungao polinomial qua-
dréatica o método nos indica a supor que y, tem o mesmo formato,

ou seja, suponha que
yp(r) = Az® + Bz + C.

Derivando y, e substituindo na equacao nao homogénea, obtemos
2A — 4(Az%+ Bz + C) = 22 — 2+ 2. Organizando o lado esquerdo
da igualdade com respeito as poténcias de x, temos —4Ax? —4Bx+
(24 — 4C0) = 22 — 2 + 2. Para que esses polindmios sejam iguais &

necessario que

—4A =1, —4B = —1, 24 — 4C = 2.
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Assim, segue que A = —1/4,B = 1/4 e C = —5/8. Portanto,
yp(z) = —2?/4 + x/4 — 5/8 e, consequentemente, uma solugao

geral da E.D.O. ndo homogénea v —4dy =2> —x +2¢
y(z) = c16* + cae™* + —2? /A + /4 — 5/8.

Se a fungao g(z) fosse da forma exponencial, por exemplo, resolva
a E.D.O.

y// o 4y — 6536.

Neste caso temos que supor que y, ¢ da forma

yp(z) = Ae™.

Assim, derivando y, e substituindo, obtemos 25 A€ —4 Aed* = 5%,

Organizando o lado esquerdo da igualdade temos 21A4e% = €57,
que por igualdade de fungoes temos que 214 = 1, dai
ie5$.

Yp(z) = 21

Portanto, uma solugao geral da E.D.O. nao homogénea y” — 4y =
e ¢

1
y(x) = c1e®® + coe ™ + ﬁeg’x.

Se a fun¢ao g(x) = 3 cos4x. Neste caso para acharmos uma solugao

particular da E.D.O.
y" — 4y = 3cosdx
devemos supor y,(z) da forma
yp(x) = Acosdx + Bsendx.

Observacao 7.1. Neste caso a funcao seno apareceu na forma de

yp porque a forma de y, deve ser a combinacao de todas as funcoes

(121},



E.D.O. lineares com coeficientes constantes

L.I. que aparecem em g(x) e as que sao geradas quando derivamos

g(z). Observe que isso foi obedecido nos casos anteriores a este.

Assim, derivando ¥, e substituindo na equacdo, obtemos
—16Acosdx — 16Bsen 4z — 4(Acosdx + Bsen4x) = 3 cos 4.

Organizando o lado esquerdo da equacédo acima, temos —20A cos 4x—
20Bsendx = 3cosd4xr. Como as funcgoes cosseno e seno sao L.I.
uma igualdade assim s6 pode ocorrer se —204 = 3 e —20B = 0.
Logo, A = —3/20 e B = 0. Portanto,
3
yp(z) = ~5g 08 4x.
Assim, uma soluc¢ao geral da E.D.O. ndo homogénea y” — 4y =

3cosdx é

3
2r _ = cosdax.

20

No exemplo abaixo tratamos o caso em que a fun¢ao g(x) é uma

y(x) = c1%® + coe”

combinacao das fun¢oes apresentadas no exemplo acima.

Exemplo 7.6. (a funcao g(z) € uma combinacao de fungoes)

Resolva a E.D.O.
Y — 4y = 23 + 25 4 zsen3a.
Pela Observacao 7.1 a forma de y, neste caso deve ser
yp(2) = Ax®+ Br* +Cax+D+(Ex+F)e% +(Ga+H) cos 3z+(Ix+J)sen 3z.

Entao, derivando duas vezes y,, substituindo na equagao o valor

de y;)’ encontrado e o valor de y,, temos

—4Ax3 — 4Bx? + (6A — 4C)x + (2B — 4D) + (12E + 32F)e5% + 32 Fxeb”
+(—6G — 13J)sen 3z — 13Ixzsen 3z + (61 — 13H) cos 3z — 13Gx cos 3z

= 23 + 2e% + zsen 3x.
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Observe que organizamos o lado esquerdo da igualdade acima dis- :

3 22, 2,1, 25 5% cos 3z,

tribuindo os coeficientes segundo as fungoes x
x cos 3x, sen 3x, xsen 3x, visto que essas funcoes sao L.I. Dessa ma-
neira, a igualdade acima s6 pode ocorrer se os correspondentes co-

eficientes das funcoes L.I. sdo iguais, assim obtemos um sistema

da forma
—4A =1 32FE =1
—4B =0 —6G —-13J =0
6A—-4C =0 —13I =1

2B—-4D =0 6/ —13H =0

12E432F =0 —13G=0

Resolvendo o sistema temos a seguinte expressao para ¥,

33 3 6
yp(fﬁ) =———sSx+ (;2 — 256) b — 169 cos 3x — %senfﬂx.

Portanto, uma solugdo geral para a E.D.O. em questao é

3
y(x) = c1€®® + coe " — % - gm + (;—2 — %) e85 — % cos 3z — %sen 3.

Abaixo apresentamos um exemplo onde o método coeficientes a

determinar falha.

Exemplo 7.7. Resolva
y// o 4y _ 62£B.

Como derivando e?* nio temos funcoes novas além de Ae?®, a
forma de deve ser y,(z) = Ae?*. Assim, derivando duas vezes
P P )

Yp € substituindo na equacao, obtemos

4Ae* — 4Ae*® = e & () = .
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Observe que a substitui¢ao feita gerou um absurdo. Esse absurdo
foi gerado porque a funcio e?* ja aparece na expressio da solucio
geral da homogénea associada, isso quer dizer que qualquer mul-
tiplo dela Ae?*. quando substituido na equacdo correspondente,
produz zero. Entao, toda vez que o formato de g, coincidir com al-
guma func¢ao que ja aparece na expressao da solucao geral da equa-
¢ao homogeénea associada, devemos multiplicar a forma, primei ra-
mente suposta para y,,, por 2", onde n é o menor inteiro positivo
que elimina a coincidéncia, ou seja, no caso desse exemplo, deve-
mos supor y,(x) = Ae?®x. Se tivéssemos a funcio ze?” aparecendo
na expressao da solugao geral da homogénea associada, deveriamos
supor y,(z) = Ae**z? e assim por diante.

Caso a EDO seja ¢ —4y = e?**+cos(3x), sabemos que a solucio ge-
ral da EDO homogénea associada é y.(x) = c1e?* 4 cae™2%. Obser-
vando apenas a fun¢do g(z) = g1(x) + g2(x) = €** + cos(3x), onde

2% ¢ go(x) = cos(3x), somos levados a supor que a solucao

gi(z) =e
particular & y, () = yp, (¥)+Yp, (¥) = Ae?**+ Bceos(3x)+Csen(3z),
onde yp, (r) = Ae* e yp,(z) = Beos(3z) + Csen(3x). No en-
tanto, como ha repeticao de fungdo em yp, (), multiplicaremos
Yp, () por 2™, onde n é o menos inteiro que retira a repeticao,

neste caso, n = 1. Assim, a soluc¢do geral, nesse caso, é y(x) =

c1€% + cpe™?" 4 Axe*” + Beos(3x) + Csen(3).

A seguir apresentamos uma tabela para y,, supondo claro que
nenhuma forma de y, aparece em y., ou seja, aparece na solucao

geral da E.D.O. homogénea associada.
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g(x) ¥p(x)

1 A

3z —1 Axr+ B

z? Ax?> + Bz +C

23 -3 Az + Bz* + Cz+ D

sen Tx AsenTx + Bcos Tx

cos 3z Asen 3z + B cos 3z

o—27 Ae—2@

Sred® (Ax + B)e3®

222e4® (Az? 4 Bz + C)e*®

e*® cos 2z | Aet® cos 2z 4+ Be'®sen 2z

x?senbr | (Az? + Bx + C)sen 5z + (E2? + Fx + G) cos bz
ze® cos2x | (Ax + B)e® cos 2z + (Dx + E)esen 2x

125,
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7.4 Conclusao

Na aula de hoje, vimos como podemos resolver equacoes dife-
renciais lineares com coeficientes constantes. O método de re-
solucao é bastante facil tanto para equagdes homogéneas quanto
para nao homogéneas. No decorrer do método usamos a técnica
de redugdo de ordem para contornar alguns problemas, tais como:
achar uma segunda solucao L.I. com a primeira solu¢do quando
uma equacao auxiliar de segundo grau teve raiz repetida; no caso
de resolucao de E.D.O. linear nao homogénea, achar uma solugao
geral para uma E.D.O. linear ndo homogénea quando nao se tem

um conjunto fundamental para a equagdo homogénea associada.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos uma técnica para resolucao de equa-
coes lineares homogéneas com coeficientes constantes, a qual se
baseia em achar as raizes de uma equacao auxiliar e uma outra
técnica para resolver equagoes lineares nao homogéneas com coefi-
cientes constantes, a qual é chamada por método dos coeficientes

a determinar.

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos um método para se resolver equa-
¢oes lineares ndo homogéneas bem mais abragente que o de coefi-
cientes a determinar, uma vez que ele pode ser aplicado a equacoes

com coeficientes nao constantes.

ATIVIDADES

Atividade. 7.1. Determine a solucao geral dos problemas abaixo
a)dy’ +y =0 £) y@ +y" +y" =0

by’ =4y +5y =0 g)y® +5y% -2y —10y" 4+ ¢/ + 5y = 0
)y’ +9y =0,y(0) =0,5'(0) =1

d)12¢y" — 5y — 2y =0

e)y" —4y” — 5y =0

Atividade. 7.2. Use coeficientes a determinar para resolver as

equacoes
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a-y" +3y +2y =6

b- ¢ — 10y + 25y = 30x + 3

c- yfﬁ+y/+y:x2_2x

d-y" — 8y + 20y = 10022 — 26z¢”

e- vy + 4y = 3sen2z,y(1) = 1,4/ (1) = -1
f- " +y = 2xsenx

gy + 2y +y = senx + 3cos2x

h- " — 2y" — 4y 4 8y = 6ze™

-y =3y + 3y —y =1z —4de”

FyW 2y +y=(z—1)2

LEMBREM-SE QUE PARA RESOLVER UM P.V.I. DE
UMA EQUACAO NAO HOMOGENEA TEM QUE PRI-

MEIRO ACHAR UMA SOLUCAO GERAL DA NAO HOMOGENEA,
SO DEPOIS SUBSTITUIMOS AS CONDICOES INICI-

AIS.
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