AULA

A Transformada de Laplace:
Fundamentos teoéricos

META:

Descrever o fundamento teérico sobre a transformada de Laplace.
OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Calcular diversas transformadas de Laplace e suas inversas. Utili-
zar as propriedades da transformada de Laplace.
PRE-REQUISITOS

Um pouco de conhecimento sobre algebra linear, mais especifica-
mente, a definicao de transformacao linear, funcao soma, funcao
multiplicacdo por um escalar. Além dos conhecimentos relativos a

integracao, integracdo improépria e a derivacao de funcdes.
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11.1 Introducao

Caros alunos, nesta aula usaremos o conceito de transformagao
linear e sua inversa. Estudaremos uma transformacao muito par-
ticular: a transformada de Laplace. E vocé pode esta se pergun-
tando, e o que isto tem haver com equacoes diferenciais 7 Nos
podemos dizer que tudo, a transformada de Laplace torna mais
facil a resolucao de equacoes diferenciais lineares com coeficientes
constantes

any(n) + . 4 agy = g($)

em que, por exemplo, a fungao independente g(z) nao é continua.
Nesta aula estudaremos todo o fundamento tedrico necessario e
apenas na proxima aula veremos como aplicar a transformada de

Laplace na resolucao de equacoes diferenciais ordinarias.

11.2 A transformada de Laplace

Antes de darmos a definicdo de transformada de Laplace, relem-
braremos o conceito de func¢oes continuas por partes, uma vez que
esse conceito serd necessario para descrevermos o conjunto em que

a transformada de Laplace existe.

Definigcao 11.1. Uma func¢do f a valores reais é dita continua por
partes num intervalo [a, b] se

a) f ¢ definida e continua em todos os pontos de [a, b] exceto num
numero finito deles e

b)os limites
flag) = limy,_yo+ f(zo + h),

Fag) = limy o+ f(o — h)
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existem em cada ponto zq de [a, b].

Exemplo 11.1. A funcdo f dada por

l,x>5
flx) =
—l,x <5

é continua por partes em (—00, 00).

Exemplo 11.2. A funcao h dada por

1,-2<z<0
h(zx) =
In(z),0 <z <5

nio é continua por partes em [—2,5] uma vez que o limite h(x])

nao existe.

Definigao 11.2. Seja f uma func¢do definida parat > 0. A integral

C{f(0)} = /0 et (tyde

serd chamada transformada de Laplace de f, desde que a inte-

gral convirja.

Observacgao 11.1. 1) Observe que a transformada de Laplace de
uma funcao f, como definida acima, é uma funcao da varidvel s.
2) Convencionaremos as letras maitsculas para a transformada e

as mintsculas para a funcao que se quer calcular a transformada.

Por exemplo, L{f(t)} = F(s).

Exemplo 11.3. Calcule a transformada de Laplace da func¢ao

f(t) = sent.

"_187__:-__
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xT

L{sent} = [[* e S'sentdt = lim e Stsentdt. Mas,

Tr—r0o0 0
fe_Stsen tdt = —e St cost — s fcos te=stdt. Como

/cos te S'dt = e Stsent + s / e tsen tdt,

temos
fe_Stsen tdt = —e Stcost—s [e_Stsent + s fe_Stsen tdt]
= —eStcost — se Stsent — 52 f e Stsentdt
Asgsim,
—st 1 —st —st
e “'sentdt = [—e cost — se sent] ,
1+ s2
consequentemente,
x 1
lim e Slsentdt = ——.5>0.
z—o0 Jq 1+s
Portanto,
1
Lisent) = ——.,5>0
fsent) = 1.

Agora vamos aplicar as informacgoes?

Maos a obra:

Calcule a transformada L£{1} e verifique que ¢ a fun¢io F(s) =

1/s,s > 0.

Observacao 11.2. A fim de simplificarmos a notagao, usaremos

|6° para denotarmos o calculo limg o0 ()[3.

Exemplo 11.4. Calculemos a transformada £{e*}, k € R.

Pela definicao, temos

C{ekt}:/ e stektdt,
0
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o —st ktgp _ 1 —s+k)t|oo 5
Como, fo e Steftdt = 7S+ke( ) 5%, entao

ity =

_k,5>k.

Abaixo listamos algumas das transformadas mais corriqueiras.

Exemplo 11.5. Seja k um numero real. Entao,

DL{1} =1/s S)L{e} = s>k
2)L{t"} = 2y n=1,2,3,--- 6)L{coskt} = o
B)L{Sen kt} = SQ—i-LkZ 7)£{COSh kt} = Sszz

4)L{senhkt} = ﬁ
Fica claro, pela defini¢do, e pelos exemplos que a transformada
de Laplace, £, é uma transformagao ou uma fun¢do que leva uma
funcdo em uma outra fungdo. Como em toda transformacio, se
faz necessario que conhecamos para qual conjunto de fungoes a
transformada existe. Para isso, antes de enunciarmos, no proximo
teorema, as condicoes suficientes para a existéncia da transformada
de Laplace, definiremos o conceito de uma funcao ser de ordem

exponencial.

Definicao 11.3. Dizemos que uma funcao f é de ordem expo-
nencial « se existirem constantes a,c > 0 e T > 0 de tal forma

que | f(t)] < ce*® para todo t > T.

Ou seja, a definicdo acima nos diz que uma funcao f é de ordem

exponencial « se a partir de um certo momento 7' ela nao ultra-

passar a funciao ce™.
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Teorema 11.1. Condigoes para a existéncia da transfor-
mada de Laplace Se f é uma funcao continua por partes em

[0,00) e de ordem exponencial A, entao a integral

/0 T ety

converge para todos os valores de s matores do que .

Observacao 11.3. A menos que mencionemos o contrario, es-
tamos, daqui para frente, considerando s sempre uma constante

positiva.

Observe que este teorema nos fornece uma condigao suficiente, mas
nao necessaria para a existéncia da transformada, ou seja, pode
existir uma funcdo que, por exemplo, nao é continua por partes

num certo intervalo, mas sua transformada existe.

Propriedades da transformada de Laplace
A transformada de Laplace é uma transfromacao linear. Ou seja,
dadas as func¢oes f(t), g(t) continuas por partes para t > 0 e de

ordem exponencial e ¢ uma constante, segue que

LUF() +9(0)} = L{FO)} + LLg(D)},
Llaf(t)} = aL{f(t)}.

De fato,
L{F@E) + g} = [ e (f(t) + g(t))dt
= [y e St f(t)dt + [ e Stg(t)dt

= L{fO) + L{gD)},
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Liaf(t)} = [y~ e (af(t))dt

=[5 e(f (1))t

= al{f(t)}.
Essa propriedade é muito util, pois usando a linearidade da trans-
formada, nao precisamos calcular a transformada de toda funcao,

veja o exemplo abaixo.

Exemplo 11.6. Calcule a transformada de Laplace da funcgao
f(t) = 42 + 5+ cos Tt + e*. Se calcularmos pela defini¢ao, te-

mos que resolver a integral

ﬂf@}—/‘eﬁuﬁ+5+amﬁ+éﬂﬁ
0

Contudo, usando a propriedade de linearidade da transformada
esse calculo é significativamente reduzido quando se conhece a
transformada das func¢oes que aparecem na expressio de f. Dessa

maneira, temos

L{f(t)} =4L{t?} +5L{1} + L{cos Tt} + L{e*}

3! 1 S 1
4574+5§+52+49+E78>2'

Exemplo 11.7. Calcule a transformada da fungao

0,0<t<1
f(t) =
tt>1

L@} = Jg e f(t)dt

= [} e s (0)dt + [ e s tdt

—s —s

_ € e
= +s2'

s

oK -1
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Maos a obra

Calcule a transformada de Laplace da fungao f(t) = %=

Outras propriedades importantes da transformada sao descritas

nos teoremas abaixo

Teorema 11.2. Teorema de translacao sobre o eixo s Se

L{f(t)} = F(s) e a for um nimero real qualquer, entao

L{e"f(t)} = F(s —a)
Demonstragao:
Pela definicao de transformada, temos que

L{e™f(t)} = /0 " emstent f(t)dt = / (ot F(t)dt = F(s — a).

0

Exemplo 11.8. Usando o teorema acima a transformada da fun-

cao f(e¥cosdt) & 52— pois L{cos4t} =

s s
(s—3)%2+16" s2416"

Teorema 11.3. Teorema de translacao sobre o eixo t Se

F(s)=L{f(t)} ea> 0, entdo
L{f(t—a)U(t —a)} = e F(s),
onde U é a funcao degrau unitdrio que definimos abaizo.

Definigao 11.4. A Funcgao Degrau unitario U(t—a) é definida

por
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Exemplo 11.9. Calcule a transformada da fungao

0,0<t<3
g(t) =
sen (t —3),t >3

Primeiramente, observe que
g(t) =U(t — 3)sen (t — 3).

Assim,

L{g(t)} = L{U(t — 3)sen (t —3)} = e 3° 1

pelo Teorema 11.3.

Teorema 11.4. Se L{f(t)} = F(s), entao

LA (1)) = (-1 F(s).

~ o0 — . s .
Demonstragdo: Sabemos que F(s) = [ e *" f(t)dt. A idéia ¢
derivar n vezes, com respeito a s, essa expressao. Derivemos uma

vez

|
o
—
»
S—
I

i JoT e f)dt = [ G le f ()t
= — [Cesttf(t)dt

0

— —L{tf (1)),

Continuando a derivagao, chegaremos na expressao desejada.

11.3 A transformada inversa de Laplace

Se F(s) for a transformada de Laplace da funcao f(¢), entao defi-

nimos f(t) como a transformada inversa de Laplace de F(s)

"_193__' :
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e denotamos por L71{F(s)}. Assim, segundo o Exemplo 11.5,

enunciamos o seguinte resultado

Exemplo 11.10. Seja & um numero real. Entao,

L H1/sp =1 BLTH L) = e s > k
2)£_1 s:‘-!kl :tn,n: 1,2,3,-.. 6)£_1{32jk2} :COS]{It
3)L Y zhm} = senkt 7L o5} = cosh kt

4)5_1{ﬁ} = senhkt
A transformada inversa de Laplace também possui as mesmas pro-

priedades da transformada de Laplace, a saber

Teorema 11.5. Sejam F(s) e G(s) as transformadas das fungdes
f(t) e g(t), respectivamente, e a,b constantes, entdo

1) L7Y ¢ uma transformacdo linear.

L HaF(s) +bG(s)} = al HF(s)} +bLHG(s)}.

2)L7HF(s—a)} = e f(t).

3)LHe ¥ F(s)} = f(t —a)U(t —a),a > 0.

Ainda podemos enunciar uma propriedade correspondente a do

Teorema 11.4.
Teorema 11.6. Seja L{f(t)} = F(s), entao

L F()} = (1)L (F(s)).

Exemplo 11.11. Calcule £_1{52515}. Observe que % — % S;/EE)_
Agsim,
571{523—5} = %571{53/_55} = %senh V/5t.
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Exemplo 11.12. Usando fragoes parcias 1 1
Calcule E‘l{m}. Podemos calcular essa transformada co-

mecando por decompor a expressao racional 0 como soma

1
s—3)(s+1)
de duas funcoes racionais, cuja a transformada é conhecida. Para
isso, a técnica de fragoes parciais, ensinada nas disciplinas de cal-

culo, nos serd muito util. Vamos recordé-la um pouco.

A idéia é achar constantes A e B tais que

1 A B

(s —3)(s+1) _3—3+s+1'

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por

(s —3)(s+ 1) e igualando os coeficientes de mesma poténcia em

s, obtemos A = 1/4 e B = —1/4. Portanto, £~ {m}
— 1 1 1 —t

L 1{4(5—3 4(s+1 }_ it 1{ 3}_’[' 1{s+1}_eT_T'

Exemplo 11.13. Calcule a transformada inversa £1{ 725t 2‘2‘3120}

Aqui tentaremos usar a propriedade da translacao. Dessa maneira,

observe que

2543 . 2s43  _ 2(s—=2)+7
s2—4s+20 T (s—2)24+16 — (s—2)2+16

_ 2 4
=2 [(s =% +16] 1 [(s %)2 +16}
Como, pela propriedade de translagdo, temos que

5—2 9

ﬁ_l{m} =€ tCOS4t
€
—1 4 2t
E {m}:e S€n4t
fica facil ver que
_ 2543 7y
1 _ 2t
L {752—45—%20} 2e cos4t+4e tsen 4t.
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Fragoes parciais: Faremos aqui um breve resumo dos casos de
decomposicao de funcoes racionais usando o método das fragoes
parcias. No entanto, este resumo estd longe de contemplar todos
0s casos, dessa maneira recomendamos que vocés estudem este
assunto em algum livro de célculo.

Quando tivermos fun¢oes racionais com termos repetidos no deno-

minador, por exemplo, W A maneira de decompor esta

L

funcao racional em somas de funcoes racionais mais simples é achar

constantes A, B,C e D tais que

1 A B C D

(—1P(+4) =1 (=12 @=1p 14

Quando no denominador da func¢fo racional aparecer uma func¢ao

1

g devemos encon-

quadratica irredutivel, como por exemplo,
trar constantes A, B tais que

1 _AZL‘+B+C
r(x24+1) 2241 =z

11.4 Conclusao

Na aula de hoje, concluimos que a transformada de Laplace é
uma transformacao linear que leva funcdo em funcdo. Esta trans-
formada é muito 1util no calculo de solucoes de equagoes diferenciais

lineares com coeficientes constantes.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos sobre a transformada de Laplace e
sua inversa. Vimos como calcular tais transformadas e algumas de
suas propriedades. Dentre essas propriedades estd a de linearidade,

a qual é bastante tutil nos calculos de varias transformadas.

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula veremos como resolver equagoes diferen-

ciais usando a transformada de Laplace.

ATIVIDADES

Atividade. 11.1. Ache a transformada inversa de Laplace de
cada uma das fungoes abaixo: (Lembrem-se das propriedades da
transformada e da técnica de fragoes parciais)

>ﬁ

b 2—1—45-1—29

¢)553 2$2+1

S ey

e)ln (s+3) (Use 7 ln(iié) = —m)

Atividade. 11.2. Encontre a transformada de Laplace de cada
uma das fungoes abaixo:(Lembrem-se das propriedades da trans-
formada)

a) e?tsen 3t

b) e=3 cos(2t + 4)
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8.

c)t?el cost

0,t<1/2
d) f(t) = (Use a defini¢ao de transformada.)
14+¢,¢>1/2
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