AULA

Resolucao de sistema de 1 4
E.D.O. lineares de primeira

ordem nao homogéneo

META:

Descrever o método de variacao de parametros para sistemas de
equacoes lineares de primeira ordem.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Resolver completamente um sistema de equagoes lineares nao ho-
mogéneo com coeficientes constantes.

PRE-REQUISITOS

Resolucao de sistemas lineares. Operaces com matrizes, célculo
de determinantes e matrizes inversas, além dos conhecimentos das

aulas 1, 2, 6, 7, 8 e 13.



Resolucao de sistema de
E.D.O. lineares de primeira
ordem nao homogéneo

232,

14.1 Introducao

Caros alunos, nesta aula, daremos continuidade ao estudo de sis-
temas de equacgoes lineares de primeira ordem, contudo desta vez

abordaremos o caso ndo homogéneo.

14.2 Resolvendo um sistema de equacoes li-
neares de primeira ordem nao homogeé-

neo

14.2.1 Variacao de parametros

Y11 Yin
Y21 Y2 )

Se Vi = . I _n for um conjunto funda-
Yn1 Ynn

mental do sistema homogéneo (13.72) num intervalo I, entao a

solugao geral desse sistema homogéneo ¢ dada por
Yo(z) = aYi(z) + - enYo(z)

ou escrevendo de outra forma

c1y11 + c2y12 + - - + Cp¥Yin
Cc1y21 + c2Y22 + - - + CpYon

Y,(x) = | & Yi(a) = D(@)C.
C1Ynl + C2Yn2 + -+ + Cn¥Ynn
nxl
C1
onde C' = : e ®(x) é uma matriz cujas colunas sao preen-
Cn

chidas pelos elementos do conjunto fundamental do sistema ho-
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yin Y12 - Yin

. Y21 Y22 - Y2 .

mogéneo, ou seja, ®(x) = . _ _n . A matriz
Ynl Yn2 - Ynn

®(x) é conhecida por matriz fundamental do sistema homo-
géneo (13.72)
Abaixo destacamos algumas das propriedades da matriz funda-

mental ®(z).

e Uma matriz fundamental ®(x) de (13.72) é nao singular, ou
seja, det®(x) # 0. Dessa maneira, ® possui inversa, &1,
Podemos provar tal afirmacao observando que det®(x) é exa-
tamente W (Y1, --,Y,), onde {Y1,---,Y,} é um conjunto

fundamental do sistema homogéneo. Assim, det®(z) # 0.

e Seja ®(z) uma matriz fundamnetal do sistema Y/ = A(z)Y,

entao

Para provarmos essa igualdade usando o fato de cada uma

das colunas de ®(z) ser solugao de Y/ = A(z)Y.

O método variagao de parametros para sistemas ¢é feito semelhante-
mente ao que foi apresentado para equacoes lineares, na nossa aula
8. Como s6 sabemos calcular matriz fundamental para sistemas li-
neares homogéneos com coeficientes constantes, consideraremos a
matriz A(z) do sistema homogéneo formada apenas por coefici-
entes constantes e desse modo a denotaremos por A, contudo o
método de variacao de parametros pode ser aplicado a um sistema

nao homogéneo onde a matriz do sistema homogéneo associado

14
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é variavel. Assim, considere o sistema de equagOes de primeira

ordem linear ndo homogéneo
Y' =AY + B(z) (14.77)

e seja ®(z) uma matriz fundamental do sistema homogéneo associ-

u1 ()
ado. Nesse caminho procuramos uma matriz U(x) =
tal que
Yy(z) = @(2)U(x) (14.78)

seja uma solucao particular de (14.77).
Dessa maneira, derivando com respeito a x a expressao em (14.78)

e substituindo em (14.77), temos que
O(2)U' (z) + ' (2)U(z) = AD(2)U(z) + B(x).
Como @'(z) = A®(z), segue que
O(2)U' (z) = B(x)

Aplicando a matriz inversa ®~! a ambos os lados da igualdade

temos
> Y2)®(2)U'(z) = @ 1 (2)B(z) & U'(z) = & (z)B(x).

Portanto, U(z) = [® !(x)B(z)dz (sem perda de generalidade
omitimos a constante de integracdo nesse caso). Logo, Y,(z) =

®(z)U(z) é dada por
Y, (z) = B(x) / &1 (2) B(x)da. (14.79)

e, assim, uma solugao geral para o sistema nao homogéneo (14.77)
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Exemplo 14.1. Ache a solu¢ao do P.V.IL. 1 4

Y' =AY + B(z),Y (1) = Yy,

2 -1 0 4
onde A = ,B(z) = e Yy =
3 =2 4 0

Nosso primeiro passo é achar a matriz fundamental ®(x). Dessa
maneira calculando as raizes da equacao caracteristica
det(A — M\Id) = 0, obtemos A\; =1 e Ay = —1.

. R1
Para A\; = 1, temos que achar o autovetor associado K =
K2

Assim, precisamos resolver o sistema
(A—M\Id)K; =0,
que é 0 mesmo que
I{l—K,QZO, 3/11—3%2:0.

Resolvendo o sistema (o sistema tem um grau de liberdade), obte-

mos que k1 = K1 € kg = K1, escolhendo k1 = 1, temos

1
K, =
1
. K1 )
Para Ay = —1, o autovetor associado a Ao, Ko = sera
K2

dado pela solucao do sistema
(A—Xld)Ky =0,

o qual pode ser escrito na forma 3k1 — ko =0 3k1 — ko = 0. Esse

sistema tem um grau de liberdade e sua solugdo é da forma k1 = K

5
e kg = 3k1. Assim, escolhendo k1 = 5, obtemos Ky = ) .
15
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Portanto, a solucao geral do sistema homogéneo associado é dada

por

5
Ye(z) =1 e’ + ¢ e "
1 15

Tratemos agora do sistema nao homogéneo.
Vimos que uma solucao particular do sistema nao homogéneo é
dada por (14.79), assim como ®(x) é a matriz cujas colunas sao

formadas pelo conjunto fundamental {Y7, Y2} do sistema homo-

xz

e
géneo associado, onde Y] = Kje® = e Yy = Koe™ =
€$
3e %
, segue que
15e™ %
et 3e7 %
P(z) =
e’ 1be™*
Assim,
1 15e™% —3e™*
oM z) = —
12 P e
Portanto,
et 3e7 % —xe ¥
Yp(z) = S dx
e’ 15e™* xe® /3
et 3e7% —xe *dx
e’ 15e7* [ xe® /3dx

que resulta em

(x4 1)(1 — e 27)

Yp(z) = B
(x+1)(1 — 5e2%)

Portanto, uma solugao geral do sistema dado é



Equacoes Diferenciais Ordinéarias AU LA

14

1 5 r+1)(1—e 2
Y(z)=0c e’ + o e+ ( ) )
1 15 (z +1)(1 — 5e~27)

14.3 Conclusao

Na aula de hoje, concluimos que podemos resolver sistemas de
equacoes lineares de primeira ordem nao homogéneo utilizando o

método de variacdao de parametros.
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos como resolver um sistema linear nao
homogéneo utilizando o método de variacdo de pardmetros. Esse

método é semelhante ao aprendido na aula 8.

PROXIMA AULA

Em nossa proxima aula faremos varias aplicagoes envolvendo sis-

temas de equacoes lineares.

ATIVIDADES

Atividade. 14.1. Resolva o sistema

Y = AY + B(t),

onde

2 -1 sen 2t
a)A = e B(t) = e?t

4 2 2 cos 2t

0 2 2
b)A = e B(t) =

-1 3 e 3t

3 2 1
C) A — e B(t) =

-2 -1 1

2 =2 1 2t
d)A = e B(t) = 67

8 —6 3
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Atividade. 14.2. Resolva o P.V.I. 1 4

1 -1 1/t 2
Y = Y + L Y(1) =
1 -1 1/t ~1

Lembrem-se que a condicao inicial s6 deve ser substituida
depois que vocé achar uma solugao geral para o sistema

nao homogéneo dado.
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