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META:

Descrever algumas problemas que sao modelados por sistemas de
equagoes lineares.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Deduzir as equacoes diferenciais que modelam movimentos, tais
como: o movimento de um corpo presso a uma mola.

Resolver alguns desses problemas.

PRE-REQUISITOS

Os conhecimentos das aulas 1, 2, 6, 7, 8, 13 e 14.
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15.1 Introducao

Caros alunos, essa é a nossa tltima aula. Espero que o curso te-
nha sido proveitoso para vocés. O campo das equacoes diferenciais
ordinarias é imenso e nao tivemos aqui a intencao de apresentar
todos os métodos existentes de resolucao de equacgoes diferenciais
ordinérias. No entanto, ficamos satisfeitos se, ao final desse curso,
vocés puderem resolver alguns dos problemas que serao apresenta-

dos a vocés ao longo da sua formacao e apés ela.

15.2 Problemas envolvendo sistemas de equa-

coes lineares

15.2.1 Molas acopladas

Considere dois corpos de massas mi e my acoplados num sistema,

massa-mola, como mostra a figura abaixo

Figura 15.1: Sistema massa-mola acoplado.

Suponhamos que as molas A e B tenham constantes ky e ko, res-
pectivamente. Seja x1(t) e x2(t) as fungdes que descrevem, res-

pectivamente, os deslocamentos verticais dos corpos de massa mq
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e mg ao longo do tempo. Observe que quando o sistema estiver
em movimento a mola B serd tanto alongada quanto comprimida,
dessa maneira o deslocamento vertical resultante da mola B sera
ro — x1. Assim, segundo a Lei de Hooke, o corpo de massa mq
sofrera as forcas —kjx; (com respeito a mola A) e ko(xg — 1)
(com rspeito a mola B). J& o corpo de massa ms sofrerd a forca
—ko(xg — x1), devido a mola B apenas, como indicado na figura
acima. Portanto, considerando que nao héa forcas externas atu-
ando e nem forcas de amortecimento, as equacoes de movimento

do sistema massa-mola apresentado sao

ml% = —kixy + ka(x2 — 1)
(15.80)
ma djﬁQ = —ka(z2 — 1)

Note que esse problema recai num sistema linear de primeira ordem
homogéneo com coeficientes constantes. E esse tipo de sistema ja
sabemos resolver, vamos resolvé-1o?

Primeiramente vamos transformar o sistema (15.80) num sistema
de primeira ordem. Para isso, facamos 1 = x1,22 = T9,T3 =

@), x4 = x,. Assim, obtemos

¥y = T3
xh = x4

xh = —%ml + T%xg
Ty = %xl - T%lm

Matricialmente, o sistema assume a forma

15
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Como exercicio, resolva o sistema acima quando k; = ko = 2 N/m
em; =1Kgemyg=3Kg. Considere ainda que as massas partem
da posic¢ao de equilibrio com velocidades unitarias opostas, ou seja,
o problema tem as seguintes condigoes iniciais z1(0) = 0, 22(0) =

0,563(0) == 1,%4(0) =—1.

15.2.2 Sistemas elétricos: Malhas paralelas

Considere um sistema elétrico com malha paralela contendo dois

indutores e dois resistores, como mostra figura abaixo

Figura 15.2: Circuito paralelo.

Sabemos que ao fecharmos o circuito comega a passar corrente
pelos componentes do circuito e, pela Lei de Kirchhoff, a soma das
quedas de tensao em cada componente é igual a tensao aplicada
ao circuito. Como o circuito estd em paralelo cada malha recebe a
mesma tensao da fonte e desde que a queda de tensao no resistor

e indutor, respectivamente, ¢ dada por Ri, Li’, segue que

E(t) = Ryi1 + Llilg + Roio

E(t) = Ryi1 + Lgig,
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onde i1 = i9 + i3. Substituindo o valor de 47 no sistema acima
de maneira que fiquemos com um sistema apenas em funcdo das

correntes io e i3, obtemos

E(t) = Rl(iQ + ig) + Llil2 + Roig
(15.81)

Rl(ig + ig) + iné,

que, na forma matricial, é dado por

il _ Ret+Ry Ry i E(t)
2 _ Ly Ly 2 + Ly
! _ R _ R i E(t)
3 L2 L2 3 L2

Ache como cada corrente se comporta ao longo do tempo, sabendo
que R; = 2 Ohm, Ry = 1 Ohm, L; = 3 Henry, Ly = 1 Henry e
E(t) = 3sen4t.

15.3 Problemas envolvendo sistemas de equa-

coes nao lineares

15.3.1 Movimentos de corpos celestes

O movimento de corpos celestes também é modelado por equagoes
diferencias ordinarias. Vamos deduzir as equagbes de movimento
de um famoso problema da mecanica celeste: o problema geral
dos trés corpos. Nele estuda-se a dinamica de trés particulas, as
quais se movem no espaco R? de acordo com suas forcas miutuas
de atracao gravitacional. Sejam m1, mg e mg as trés particulas no
espaco cuja posicao dos vetores sao rq, ro and rs, respectivamente.
De acordo com a Lei da Gravitagao Universal de Newton, a forca

de atracdao entre as particulas ¢ Gm;m;r 2 where 1,7 = 1,2,3,

ij
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(246,

rij = |[r; —rj|| e G é a constante de gravitacdo universal. As

equacoes diferenciais do problema dos trés corpos sao

mii; = LZ%;W (rg —ry) + 7977;%:13 (r3 —rp)
Moty = 9m2mi (r{ —ro) + gmamg (rs —ro)
T%2 ! 2 T%3 3 2
 _ Gmsmg - gmamo _
mais = T (r; —r3) + L2 (rg —r3),
13 723

Como podemos ver trata-se de um sistema de segunda ordem nao
linear, dessa maneira com o que vimos até entdao neste curso nao
é possivel resolver tal problema. Esse problema se encontra em
aberto até os dias atuais, ndo se conseguiu ainda expressar uma

solugao geral para ele.

15.4 Conclusao

Na aula de hoje, concluimos que os sistemas de equacoes, sejam
elas lineares ou nao, estdo presentes em problemas reais e muitos
deles de grande importancia cientifica. Nesta aula estivemos longe
de apresentar uma boa parte desses problemas, apenas demos um
"gostinho"do que pode ser investigado. Esperamos que com isso
vocés se sintam motivados a procurarem mais aplicacoes para os

sistemas de E.D.O..
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RESUMO

Na aula de hoje aprendemos algumas das aplicagoes dos sistemas
de equacoes diferenciais, vimos o sistema massa-mola acoplado,

além de circuitos elétricos e movimentos de corpos celestes.

PROXIMA AULA

Até o préoximo curso. Boas férias!!

ATIVIDADES

Atividade. 15.1. Complete o esquema de forcas apresentado na
figura abaixo e ache as equacoes de movimento dos corpos de massa

mi, Mo € 1Ms3.

POSICAO DE EQUILIBRIO x=0

F X 0
Box<o0
i P;'JSI{,".—\{; DE .F.Q’L'Il.l';?R.](J : ‘_0
x>0
POSICAD DE EQUILIBRIO X‘—O
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Atividade. 15.2. Ache as equacoes de movimento do problema

descrito abaixo.
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