AULA

Sistema de E.D.O.
lineares de primeira ordem

META:

Descrever a teoria preliminar sobre sistemas de equacoes diferen-
ciais lineares de primeira ordem.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Reconhecer um sistema de equacoes lineares de primeira ordem.
Transformar uma equacgao diferencial de ordem superior em um
sistema de equacdes de primeira ordem.

Identificar uma solucao geral de um sistema de equacoes lineares
de primeira ordem.

Verificar as hipoteses do teorema de existéncia e unicidade.
PRE-REQUISITOS

Resolucao de sistemas lineares. Além dos conhecimentos das aulas

1.2,6,7e8.
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13.1 Introducao

Caros alunos, nesta aula comecaremos a estudar nosso tltimo con-
teado, abordaremos os fundamentos teéricos acerca dos sistemas
de equagdes lineares de primeira ordem. Veremos que os resulta-
dos abordados aqui nada mais sdo do que uma generalizagdo dos

resultados vistos na aula 6.

13.2 Sistema de equacoes lineares de primeira

ordem: Fundamentos tedricos
Definicao 13.1. Uma E.D.O. da forma
Y' = A(z)Y + B(z),

onde Y = (y1, -+ ,yn) € R" e x & a variavel independente real é
dita sistema de equacoes diferenciais ordinarias linear de

primeira ordem. Quando B(z) = 0 o sistema acima se reduz a
Y' = A(x)Y.

Este sistema reduzido é conhecido por sistema de equacgoes
diferenciais ordinarias lineares homogéneo de primeira or-

dem. Caso contrario, o sistema ¢ dito ndo homogéneo.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinérias linear ndo

homogéneo na sua forma vetorial
Y' = A(z)Y + B(z). (13.69)

Além da forma vetorial, podemos escrever o sistema (13.69) na sua
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forma matricial, dada por 1 3

Y ain(z) az(z) - a(z) Y1 bi(x)

Y az1(w) ax(zr) -+ a(z) Y2 ba(z)
= +

y';z an1(z) an2(z) -+ apn(z) Yn bn ()

ou na forma

vy = an(@)yr +a(x)y2 + -+ awn(T)yn + b1(2)
vy = ao1(x)y1 +ax(x)y2 + - + a2 (2)yn + bo(x)
y;z = Qapl (m)yl + anQ(x)yQ +-- ann(x)yn + bn(x)

Exemplo 13.1. Uma E.D.O. linear de ordem n

an(z)y™ + - ag(z)y = g(z),

onde a,(x) # 0 pode ser vista como um sistema de equagoes de
primeira ordem. De fato, primeiramente, escrevamos a E.D.O.

acima na forma

— - —ap(z)y + g(x)]

Chame y1 =y, 92 =y 3 =9", -+ ,yn = y("fl). Assim,

Yy = Y2
y’z = Y3
ynfl = yn
v = sl @y = = ag(@)y + g(w)].
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Matricialmente, o sistema acima tem a forma

) 0 1 0 0 o
Y Y
! 0 0 1 0 !
Y2 Y2
= +
0
) 0 0 1
Yn L@ _ai@ . _ans(® _an_i(@) Yn 9(x)
an (z) an(z) an () an ()
E, vetorialmente, é dado por
Y' = A(z)Y + B(z),
0 1 0 0
0 0 1 0
ondeY = (y1---yn)T, A(z)
0 0 1
_ao(®  _ai(m) . _apn—2@) _apn_1()
an (x) an () an () an ()

e B(z) = (0---0g(x))".

Observacio 13.1. 1) A notacgdo usada acima B = ()7, se refere

a matriz transposta.

2) Observe que uma E.D.O. pode ser vista como um sistema uni-

dimensional, ou seja, a matriz A(x) é uma matriz de ordem 1 x 1.

3)Uma das grandes utilidades de se trabalhar com sistemas esta

na reducao da ordem das equacoes a serem estudadas. De fato, no

exemplo acima vimos que uma E.D.O. de ordem n pode ser estu-

dada como um sistema de equacdes de ordem um, o que facilita

muito sua andlise e aumenta o niimero de equagoes que podem ser

analisadas analiticamente.

Maos a obra

Escreva a seguinte equacgao diferencial

y" + In(z)y” + 3zy = 2%,z € (0, 0)
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em forma de sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem.

Defini¢ao 13.2. Um vetor solugao do sistema (13.69) num inter-
valo I é qualquer matriz coluna
yi(z)
Y =
ynfl(x)
Yn()
cujos elementos sao fungoes diferenciaveis que satisfazem o sistema

(13.69).

Exemplo 13.2. Verifique que

Pela definicdo, para provarmos que Y e Y sdo solucgdes do sistema
dado, basta-nos verificarmos se ele satisfaz o sistema.

Observe que

v —2e7 2 LY 18¢6®
2¢2® 30e6®
€
—2e 2% 1 3 e 2
22 |\ 5 3 o2 |
18e67 1 3 3eb®
30 |\ 5 3 5ebr

13
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O problema,
Y' = A(2)Y + B(z), Y(x0) = Yo,

ondez€I,Y €R"eYy=(y1 - v,)T é uma matriz constante, é
dito P.V.I..

Analogamente a equagoes diferenciais de ordem superior, sistema
de equacoes de primeira ordem também possui um teorema de

existéncia e unicidade, o qual enunciamos a seguir.

Teorema 13.1. (Existéncia e Unicidade) Suponhamos que os
elementos das matrizes A(x) e B(x) sejam fungoes continuas num
intervalo comum I que contenha xo. FEntdo, existe wma unica

solucdo para o P.V.IL
Y' = A(z)Y + B(z), Y (z0) = Yo,
no intervalo I.

A seguir enunciaremos uma série de resultados anélogos aos resul-
tados vistos na aula 6 para equacoes lineares de ordem superior.
Esses resultados sdo fundamentais para nosso embasamento teérico

sobre resolucao de sistemas de equacdes lineares de primeira ordem.

Teorema 13.2. (Principio da superposig¢ao)Seja Y7, -+, Y}

um conjunto de vetores solucao do sistema de ordem n homogéneo
Y = A(2)Y (13.70)
no intervalo I. Entdo, a combinacdo linear
Y=cY1+ Y,

também é solucao de (13.70) em I.
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Teorema 13.3. Sejam Yi(z) = (y11(x) yo1(z) -+ yu1(2))T, Yo(x) = 1 3
(y12(2) yoo(@) - yn2(2))", -+, Ya(z) = (y1n(2) y2n(2) - Yna(2))",

n vetores solug¢do do sistema homogéneo (13.70) no intervalo I.

Entao, o conjunto de vetores solucao serd L.I. em I se, e somente

se, o Wronskiano

yin(z) yiz(z) - yin(z)
Wt vy = | ) )@

para todo x € 1.

Observacao 13.2. Na verdade para que constatemos que o con-

junto Y1,---,Y, é L.I., basta que verifiquemos que
Wi, -, Y,) #0

para algum zg € I.

Maos a obra
Decida se o conjunto de vetores Yi(z) = (cosz e**)T Yo(x) =

(cosx sen2r)’ & L.I. ou ndo.

Defini¢ao 13.3. (Conjunto fundamental)Um conjunto funda-
mental para o sistema homogéneo de ordem n (13.70) é um con-

junto de n vetores solugao de (13.70) L.I.

Teorema 13.4. (Solugao geral)Seja Y1, -+, Y, um conjunto fun-
damental do sistema homogéneo (13.70) em I. Entdo, a solugao

geral do sistema homogéneo (13.70) no intervalo I é

Ye(z) =aY1+ -+ cnYa,

(215,
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onde c1,- -+ , ¢y SG0 constantes quaisquer e, uma solugdo geral para

o sistema nao homogéneo (13.69) em I ¢é dada por
Y(z) =Ye(x) +Yp(2) = a1Yi 4 - 4 ea ¥ + Yy (),
onde Y,(x) € uma solugio particular do sistema ndo homogéneo

(13.69) em 1.

13.3 Sistemas de equacoes lineares de primeira
ordem homogéneo com coeficientes cons-

tantes.

Lembremos que no exemplo anterior vimos que uma solucao do

sistema,
Y' = AY,
1 3
onde A = é dada por
5 3
-2
Y = ¢« = ! e 2 = K
—e 2 -1
1
onde K = e A = —2. Podemos nos perguntar se toda
-1

solucao serd dessa forma. a resposta é sim.
Suponha que
Y = Ke®,

onde K é uma matriz de ordem n x 1 com coeficientes constantes,

seja solugao do sistema homogéneo

Y = AY, (13.71)

(216,
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onde Y € R™ e A é uma matriz com coeficientes constantes de
ordem n x n. (De agora por diante usaremos a notagdo A para

representar uma matriz com coeficientes constantes.) Assim,
Y = AY & KX\ = AKeM & (AK — AK)e = 0.

(Por abuso de notagao usaremos o simbolo 0 para denotarmos uma
matriz nula.) Como e # 0 para todo z, podemos dividir a ex-

Az

pressdo acima por e* e obter

(AK = AK) =0 < (AK — M[dK) =0 < (A — Md)K =0,

onde Id é a matriz identidade.
Dessa maneira, para acharmos uma solucao nao trivial do sistema
(13.71) da forma

Y = Ke®,

onde K ndo é a matriz nula, temos que resolver o sistema
(A= Md)K = 0. (13.72)

Da algebra linear, sabemos que para o sistema homogéneo (13.72)

ter solucao nao trivial é necessério que
det(A — \Id) =0, (13.73)

uma vez que se det(A — Al d) # 0 segue que A — A d possui matriz
inversa, B, por exemplo e assim, B(A — AMd)K = IdK = 0,
portanto K seria a matriz nula.

A equagao (13.73) é chamada equagao caracteristica da matriz
A, suas solucoes, A, s2o os autovalores de A. Uma solugdo K # 0

de (13.72) correspondente ao autovalor A é dita autovetor.

13
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Na resolucao de (13.73) examinaremos trés casos: autovalores reais
distintos, autovalores reais repetidos e autovalores complexos. Come-
cemos pelo primeiro caso.

Autovalores reais distintos.

Suponha qua a matriz A, de ordem n X n, tenha n autovalores
reais distintos Ai,---, \,, entdo um conjunto L.I. de autovetores

K, -+, K, podera sempre ser obtido e assim
Yy = KieM®, - Y, = Ke™®

serd uma conjunto fundamental para o sistema (13.71) para = €
(—00,00). Dessa maneira, a solugao geral do sistema homogéneo

(13.71) é dada por
Yo(z) = aKieM® + 4 e Kpet®t x € (—00, 0).

Exemplo 13.3. Resolva o sistema homogéneo Y/ = AY, onde

0 0 1
A=10 -3 0
2 2 1

Pelo que foi exposto acima, precisamos achar os autovalores da

matriz A. Assim, temos que resolver a equagio
det(A — \Id) =0,
que’, neste caso, é dada por

—-A 0 1
0 —-3-2X 0 =0 (A+3)(A+1)(A=2)=0.
2 2 1—A
Portanto, os autovalores da matriz A sao reais e distintos, a saber,

A1 = =3, A2 = —1 e A3 = 2. Entdo, usando um pouco de algebra

(218
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linear, é possivel mostrar que existe trés correspondentes autove- 1 3
tores L.I., K1, K9 e K3. Vamos encontra-los?

Para \; = —3, a equagdo (A — A\ Id)K; = 0 assume a forma

3 01 K1 0
0 00 ke | =1 0 |
2 2 4 K3 0

onde K1 = (k1 k2 k3)T. Assim, para encontrarmos o autovetor K,

basta-nos resolver o sistema

3k1+ kK3 =0

2K1 + 2k + 4kg = 0.

Com poucos célculos achamos a solugao kK1 = K1, ke = DK, K3 =
—3k1, onde k1 é uma constante qualquer. Portanto, escolhendo
k1 = 1, segue que o autovetor, K, correspondente ao autovalor
A = —3 ¢ dado por K1 = (15 —3)T. De maneira analoga cal-
culamos os outros dois autovetores Ko e K3, obtendo os valores
Ky = (20 —2)T K3 = (102)7. Portanto, a solucido geral do

sistema dado é

1 2 1
Yo@)=ca| 5 |e¥+e| 0 [e“+e]| 0 [
-3 -2 2
onde ¢y, co, c3 sdo constantes arbitrarias.

Autovalores reais repetidos
Suponha agora que a matriz A, de ordem n X n, possui um au-

tovalor, digamos, A1 com multiplicidade m, m < n. Neste caso,

podemos ter duas situacoes:

(219,
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1) Para algumas matrizes A é possivel encontrar m autovetores
LI, Ky,---, K,, correspondentes ao autovalor A\;. Nesse caso, a

solucdo geral do sistema contém a combinacao
1 K1eM% 4 coKoeM® + -+ K e ME.

2)Para outras matrizas A podemos encontrar apenas um autovetor
K correspondente ao autovalor A; de multiplicidade m. Neste

caso, as m solucoes L.I. sdo da forma,

Y1 = Kpeh®

Yo = Kgl:ze)‘lf” + K22€>‘1$

m—1

Yin = Kml(fn_l)!e/\lx“‘Knﬁ

$77L72
(m—2)!

eM® + -+ Kmme)\lxv
(13.74)

onde K;; sao vetores de ordem n x 1. Veremos como encontrar tais

vetores no exemplo a seguir.

Exemplo 13.4. Resolva o sistema Y’ = AY, onde

1 0 0
A=12 2 -1
01 0

Resolvendo a equagao caracteristica det(A — AId) = 0, obtemos
(A —1)3 = 0. Assim, a matriz A possui um autovalor A\; = 1 com
multiplicidade 3. Calculemos o autovetor associado.

Pelo que apresentamos anteriormente, para encontrar o autovetor,

K1, devemos resolver a equacao

(A— MId)K; =0,
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onde K1 = (K1 K2 /<53)T. Dessa maneira, temos 1 3

00 O K1 0
21 -1 ko | =1 01,
01 -1 K3 0

ou escrevendo de outra forma

261+ ko — k3 =0

R9 — R3 = 0.

Resolvendo o sistema acima, obtemos k1 = 0,k = Ko, K3 = Ko.
Asgsim,

0

Ki=| 1 [re

1
Note que obtemos apenas um autovetor associado a Aj, a saber,
qualquer um da forma (0 ko /iQ)T, onde ko é uma constante ar-
bitraria. Observe quaisquer dois autovetores nesse formato serao
linearmente dependentes. Queremos aqui fazer uma pausa para a

seguinte observacao.

Observacao 13.3. Suponha que temos um autovalor A\; com mul-
tiplicidade 2 e que temos achado, ao resolver o sistema, apenas, por
exemplo, a seguinte relacao k1 — kg + k3 = 0. Com essa relagdo, a
solucdo do sistema seria k1 = Ko — K3, ko = K9 € kK3 = K3. Dessa

maneira, terfamos

K9 — K3 1 —1
K = Ko =] 1 | ket 0 K3
K3 0 1

Portanto, o espacgo dos autovetores associados a A1 é bidimensional

e podemos encontrar dois autovetores L.I. agsociados ao autovalor

(221



Sistema de E.D.O. lineares de primeira ordem

(222

A1. Fazendo ko = 1, k3 = 0 obtemos K1 = (1 1 0)7 e escolhendo
ke = 0, k3 = 1 obtemos Ko = (=1 0 1)”. Note que K1, Ko sdo
vetores L.I.

Bom, voltando ao nosso exemplo, escolhendo ko = 1, temos K; =

(01 1)T. Assim, uma solucio para o sistema dado é
Yi(z) = K1eM® = K1e® = (0,1,1)7e®.
Por (13.74), uma segunda solugdo, Y2, L.I. com Y] tem a forma
Yo = KizeM® + KopeM?,

Assim, substituindo essa expressao de Y3 no sistema Y/ = AY e

simplificando, obtemos

(AK| — M K))zeM® + (AKy — M\ Ky — Kp)eM® = 0.

Az Az

Como as funcgoes ze ee sao L.I. essa igualdade é vélida

quando
(A= MIdK; = 0

(A-—MIdKy = Kj.
Assim, para encontrarmos a expressdo de Yo, basta-nos resolver
a segunda equacao do sistema acima e encontrar o valor de Kj.
Seja Ko = (k1 ko k3)T, entdo a segunda equacio do sistema acima

pode ser escrita da seguinte maneira
261 + ko — Ky =1

Iig—li?,:l.

A solucao desse sistema é dada por k1 = 0, ke = Ko, k3 = kg — 1.

Assim, escolhendo ko = 5, temos Ko = (0 5 4)7. Dessa maneira,



Equacoes Diferenciais Ordinarias AU LA

Y5 é dada por 1 3

Yo = (01 1)7ze® + (05 4)Te”
Agora vamos a terceira solucao, Y3, a qual por (13.74) é dada por
2
Yy = Klgehm + KyzeM® + KqeM®,

Assim, derivando essa expressdo de Y3 e substituindo no sistema

dado, encontramos o sistema
(A= MIdK; = 0
(A—MIdKy, = K

(A-MIDK; = K.

Assim, para acharmos a expressao de Y3, basta-nos resolver a ter-
ceira equagao do sistema acima, a qual pode ser escrita da seguinte

maneira

2K1 + Ko — K3 =5

/<62—I£3:4.

A solugao do sistema acima é dada por k1 = 1/2, ko = ko, k3 =
Ko — 4. Assim, escolhendo ko = 0, temos K3 = (% 0 —4)T. Por-
tanto,

2
1
Ys=(01 1)T“%ex +(054) e + (50 —4)Te",

Logo, a solucao geral do sistema dado é

Yo(z) = 1Y1 + coYa + c3Y5.

(223}
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Observacao 13.4. Caso o autovalor A\; tenha multiplicidade maior

do que 3, a férmula dada acima

(A= MIDK, = 0
(A-MIDK, = K,

(A= XNId)Ks = Ky
continua seguindo a mesma construgao, ou seja, a proxima equagao

seria

(A= MNId)Ky = K3
e assim por diante.

Autovalores complexos

Se algum dos autovalores da matriz A de ordem n xn for complexo,
digamos, Ay = «a + i, sabemos que o seu conjugado,Ay = a —
i3, também serd autovalor de A. Nesse caso, teremos o seguinte

resultado

Teorema 13.5. Seja A a maitriz de coeficientes constantes reais
de (13.71) e seja K1 o autovetor correspondente ao autovalor com-

plexo, Ay = a+ i3, da matriz A. Entdo,
KieM® e Klexlm,
onde K1 € a matriz conjugada de K1, sio solugées de (13.71).

Assim, pelo resultado acima, uma vez que a matriz A tenha au-
tovalor complexo, esse autovalor contribuird com uma combinacgao
de funcdes complexas para a solucao geral do sistema.

Analogamente ao que fizemos com equacoes lineares de primeira

ordem quando se tinha raizes complexas, trabalharemos a parte
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complexa da solucdo geral até obtermos uma versdo que envolva 1 3
apenas funcgoes reais. Desse modo, observe que, usando a férmula

de Euler (¢? = cosf + isen 6), temos

Ki1eM® = Ke®e* = K1e%[cos Bz + isen (]

K1eM? = K e P% — K 0% [cos Bz — isen (Bx].

Pelo Teorema 13.2 segue que

1 I
Yl = §<K1€>\lx + KleAlx)

Y, = %[—Kle)‘lx +F1€X1x]

sao também solugoes de (13.71), as quais sdo L.I. em (—o0, 00). U-

sando a férmula de Euler nas expressoes de Y7 e Y5 acima, obtemos

que
Y1 = e*[Bj cos fx — Basen (]
e
Y2 = e**[ By cos Bz + Bysen fx],
onde

1 — _
By = §[K1 + K|, By = -[-K1 + K]

N | .

Portanto, a solugao geral de (13.71), neste caso, contém a combi-

nacao real de funcées

c1e**[Bj cos Bz — Basen x| + coe®*[Bg cos fx + By sen [x].

(225,
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13.4 Conclusao

Na aula de hoje, concluimos que os sistemas de equagoes li-
neares nos ajuda a resolver equacoes diferenciais lineares de ordem
superior. Nessa aula fol apresentado o método de resolucdo de
sistemas de equagdes lineares homogéneas com coeficientes cons-

tantes.



Equacoes Diferenciais Ordinarias AU L_A

RESUMO

Na aula de hoje aprendemos como resolver um sistema de equacoes ._DL

lineares homogéneo com coeficientes constantes. Vimos que tudo
se resume a analisarmos as raizes de uma determinada equacao,
a qual é chamada equacao caracteristica da matriz associada ao
sistema homogéneo. Nesse caso, podemos ter trés opcoes: raizes

reais distinats, raizes reais repetidas ou raizes complexas.

PROXIMA AULA )

Em nossa préxima aula continuaremos a resolver sistemas de equagoes

lineares de primeira ordem s6 que, desta vez, trataremos dos sis-

temas ndo homogéneos.

ATIVIDADES

Atividade. 13.1. Resolva o sistema
y1 = ayr +bya, Yo = byr +ayz,a,b € R.

Atividade. 13.2. Resolva

A 11 7 10 n
y [ = 4 -2 —4 Yo
Ys -7 -5 —6 Y3

Atividade. 13.3. Resolva o P.V.I.

= 3r+2y+4z
% = 2z 4 22 7'7;(0) = 27y(0) :O,Z((]) =1
% = 4z +2y+ 3z

®
227,
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Atividade. 13.4. Resolva

dx

T = 6xr —y
d
o= 5r+2y.
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