LINIDADE

Conceitos basicos de
Probabilidade



Objetivo

Nesta Unidade, vocé vai compreender os conceitos de Probabilidade e a
importancia do uso do raciocinio probabilistico para auxiliar o

administrador na tomada de decisdes em ambiente de incerteza.



Modulo 4

I Probabilidade: conceitos gerais —

Caro estudante!

Nesta Unidade, vamos estudar os conceitos basicos de Pro-
babilidade, tais como experimento aleatdrio, espago
amostral e eventos, axiomas e propriedades, probabilida-
de condicional e independéncia estatistica. Nos EUA, ha
uma anedota que diz: “as unicas coisas que sao certas sao a
morte e os impostos”. Em outras palavras, estamos imersos
na incerteza, e os administradores diariamente precisam
tomar decisdes, muitas delas extremamente sérias, em um
cendrio de grande incerteza:

@ langamos ou ndo um novo modelo de automovel?

@ convertemos nossos fornos de dleo combustivel para
gas natural?

@ qual serd a reagdo do nosso publico as mudangas na
grade de programacao?

Por que ha incerteza? Porque a variabilidade inerente a
natureza impede a compreensiao completa dos fendmenos
naturais e humanos. Mas os seres humanos precisam to-
mar decisdes. Assim, é necessario levar a incerteza em conta
no processo: alguns apelam para a sabedoria popular, ou-
tros para o mistico. Os administradores precisam tomar
decisdes de forma objetiva, e surge, entio, a Probabilida-
de como uma das abordagens de tratamento da incerteza.

A utilizacdo de métodos probabilisticos proporciona um
grande auxilio na tomada de decisdes, pois permite avaliar
riscos e otimizar recursos (sempre escassos) para as situa-
¢Oes mais provaveis. Vocé estd convidado a conhecer mais
sobre esse tema nesta Unidade.
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GLOSSARIO

*Variabilidade—di-
ferencas encontra-
das por sucessivas
medigdesrealizadas
em pessoas, ani-
mais ou objetos, em
tempos ou situacoes
diferentes. Fonte:
Montgomery (2002).

*Probabilidade —
descricdo quantitati-
va da certeza de
ocorréncia de um
evento, geralmente
representada por
um ndmero real en-
tre 0 el (0% e
100%). Fonte: ela-
borado pelo autor.

*M odelo
probabilistico—mo-
delo matematico
paradescrever acer-
teza de ocorréncia
de eventos, no qual
sdo definidos os
eventos possiveis e
uma regra de ocor-
réncia para calcular
gquao provavel é
cadaevento ou con-
junto de eventos.
Fonte: Barbetta
(2006).

©

Nas Unidades 3 e 4, foi utilizado um raciocinio predominante-
mente indutivo. Os dados foram coletados, e, através da sua organiza-
cao em distribuicdes de freqiéncias e medidas de sintese, foi possivel
caracterizar avariabilidade* do fendmeno observado, e elaborar hi-
poteses ou conjecturas arespeito.

Suponha que estejamos estudando o percentual de meninos e
meninas nascidos em um Estado brasileiro. Consultando dados do
IBGE, provenientes de censos e |levantamentos anteriores (portanto,
distribuicdes de frequéncias da variavel qualitativa sexo dos recém-
nascidos), hainteresse em prever qual serd o percentual de nascimen-
tos no ano de 2009: em suma, seré usado um raciocinio dedutivo; a
partir de algumas suposicdes sobre o problema (a defini¢do dos resul-
tados possiveis, os percentuais registrados em anos anteriores), tenta-
se obter novos valores.

Se 0 percentual de meninos no passado foi de 49%, a pergunta
é: qual seré o percentual de meninos nascidos no ano de 2009? E pos-
sivel que sgja um valor préximo de 49%, talvez um pouco acima ou
um pouco abaixo, mas ndo ha como responder com certeza absol uta,
pelasimplesrazéo que o fendmeno aindando ocorreu e que suanatureza
éaleatdria, ou sga, € possivel identificar quais serdo os resultados possi-
veis (menino ou menina), e hauma certaregularidade nos percentuais de
nascimentos (verificados anteriormente), mas ndo € possivel responder
gual sera o resultado exato antes de o fenébmeno ocorrer.

A regularidade citada (que foi observada paraum grande nime-
ro de nascimentos) permite que seja calculado o grau de certeza ou
confiabilidade da previsio feita, que recebe o nome de Probabilida-
de*. Haverd umagrande probabilidade de que realmente o percentual
de meninos nascidos em 2009 seja de 49%, mas nada impede que um
valor diferente venha a ocorrer.

Sem saber, montamos um modelo probabilistico* para o pro-
blemaem questéo:

@ foram definidostodos os resultados possiveis parao fendme-
no (experimento);

@ definiu-se umaregra que permite dizer qudo provavel sera
cada resultado ou grupo de resultados.



O modelo probabilistico permite expressar o grau de incerteza
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Para construir ou

através de probabilidades.

A regracitadafoi definidaapartir de observacdes anteriores do
fendmeno, mas também poderia ser formulada com base em conside-
racOestedricas. Por exemplo, se hainteresse em estudar as proporgoes
de ocorréncias das faces de um dado, e se este dado ndo é viciado,
espera-se que cada face ocorra em 1/6 do total de langcamentos: se 0
dado for langado um grande nimero de vezes, i Sso provavel mente ocor-
rera, mas um resultado diferente poderia ser obtido sem significar queo
dado estaviciado, principal mente se forem feitos poucos lancamentos.

Neste ponto, € importante ressaltar que os modelos
probabilisticos ndo tém razdo de ser para fendmenos (experimentos)
n&o aleatdrios (deter ministicos): aqueles em que, usando teorias e for-
mul as apropriadas, se pode prever exatamente qual sera o seu resulta-
do antes de o fendmeno ocorrer, por exemplo, o lancamento de uma
pedra de 5 kg de uma altura de dez metros, havendo interesse em
cronometrar o tempo para que ela atinja o chdo. Conhecendo 0 peso
da pedra, a atura do langamento, a aceleracdo da gravidade e as leis
daFisica, é perfeitamente possivel calcular o tempo de queda, ndo ha
necessidade sequer de realizar o experimento.

Para prosseguirmos, precisamos de algumas defini¢des im-
portantes para estudar os modelos probabilisticos. Precisa-
mos definir exatamente as condi¢des em que devemos usar
modelos probabilisticos, e isso exige saber o que sio ex-
perimento aleatdrio, espago amostral e eventos. Vamos
ver?

utilizar model os
probabilisticos, é
necessario que haja
um grande numero de
realizagOes do fend-
meno (experimento)
paraque umaregulari-
dade possa ser
verificada: éalLei dos
Grandes NUumeros. No
inicio do seéculo XX, o
estatistico inglésKarl
Pearson lancou uma
moeda ndo viciada
24.000 vezes (!) para
verificar avalidade
dessalei: obteve
12.012 caras, pratica-
mente o valor espera-
do (12.000, 50%).
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DefinicOes prévias

Experimento aleatdrio

Experimento aleatdrio € um processo de obtenc&o de um re-
sultado ou uma medida gue apresenta as seguintes caracteristicas:

@ ndo se pode afirmar, antes de fazer o experimento, qual sera
o resultado de uma realizag8o, mas € possivel determinar o
conjunto de resultados possiveis; e

@ gquando é realizado um grande nimero de vezes (replicado),
apresentara uma regularidade que permitira construir um
model o probabilistico paraanalisar o experimento.

S0 experimentos al eatorios:

a) o lancamento de um dado e a observacéo da face voltada
paracima; ndo se sabe exatamente qual face vai ocorrer, ape-
nas que seraumadas sei's, e que, se o dado for ndo viciado, e
o langamento, imparcial, todas as faces tém a mesma chance
deocorrer;

b) a observagdo dos didametros, em mm, de eixos produzidos
em uma metallrgica; sabe-se que as medidas devem estar
proximas de um valor nominal, mas ndo se sabe exatamente
qual é o diametro de cada eixo antes de efetuar as
mensuracoes; e

C) 0 numero de mensagens que sao transmitidas corretamen-
te por diaem umarede de computadores; sabe-se que o mini-
mo possivel é zero, mas ndo se sabe nem sequer 0 nUmero
maximo de mensagens que serdo transmitidas.

Todo experimento al eatorio terdal gunsresultados possiveis, que
constituirdo o espago amostral .



Espaco amostral (S ou Q)

Espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis
de um experimento al eatério. Para cada experimento aleatorio, havera
um espaco amostral tnico Q associado aele.

Neste primeiro exemplo, veremos al guns experimentos al eatorios
COM 0S respectivos espacos amostrais.

a) o lancamento de um dado e a observagao da face voltada
paracima: Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6};

b) aretiradade umacartade um baralho comum (52 cartas) e
a observacgao do naipe: Q = {copas, espadas, ouros, paus};

C) 0 nimero de mensagens que sdo transmitidas corretamente
por diaem uma rede de computadores. Q ={0, 1, 2, 3, ...};
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Note que ndo ha um
limite superior conhe-
cido, mas somente é
possivel aocorréncia

d) a observacédo do didametro, em mm, de um eixo produzido
em umametalurgica: Q ={D, tal queD > 0}; e

devaloresinteiros.

Nao haum limite

€) as vendas mensais, em unidades, de determinado modelo
deveiculo: Q ={0, 1, ...}

O espaco amostral pode ser:

@ finito, formado por um numero limitado de resultados possi-
Veis, Como nos casos a e b;

@ infinito numer avel, formado por um nimero infinito de resul-
tados, mas que podem ser listados, como Nos casos € ou €; ou

@ infinito, formado por interval os de nUmeros reais, como no
caso d.

Um espaco amostral é dito discreto quando ele for finito ou in-
finito enumerével; € dito continuo quando for infinito, formado por
intervalos de nUmeros reais.

A construcdo do modelo probabilistico dependerd do tipo de
espaco amostral, como sera visto mais adiante.

superior, e, teorica-
mente, pode haver
umainfinidade de
valores.
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Eventos

Eventos sdo quaisquer subconjuntos do espago amostral. Um
evento pode conter um ou mais resultados; se pelo menos um dos re-
sultados ocorrer, 0 evento ocorre! Geralmente, hainteresse em cal cu-

Emboranem todos 0s  |ar a probabilidade de que um determinado evento venha a ocorrer, e
autores concordem  este evento pode ser definido de formaverbal, precisando ser “tradu-
com esta abordagem,  zido” paraas defini¢des da Teoria de Conjuntos, que veremos a seguir.

elaauxilia bastante na Sejam o experimento aleatério langcamento de um dado néo vici-
compreensao dos  ado e observacéo da face voltada para cima: 0 seu espaco amostral
conceitos.  serdQ ={1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Definindo trés eventos:

E, ={2 4,6},
E,={3,4,5,6} e
={1, 3}

serdo apresentadas as defini¢cdes de evento unido, evento inter seccéo,
eventos mutuamente exclusivos e evento complementar .

Evento unido de E, com E, (E, U E, ): evento que ocorre se E;
ou E, ou ambos ocorrem.

/\/\ Q
[ \

A
NI B

Figura 41. Evento unido
Fonte: elaborada pelo autor



E,VE ={23,4,5, 6}

Composto por todos os resultados que pertencem a um ou ao
outro, ou a ambos.

Evento interseccédo de E, com E, (E, n E, ): evento que ocorre
se E, E E, ocorrem simultaneamente.

Figura 42: Evento interseccéo
Fonte: elaborada pelo autor

Composto por todos os resultados que pertencem a ambos:
E.NE,={4, 6}

Eventos mutuamente exclusivos (M.E.): sGo eventos que ndo
podem ocorrer simultaneamente, ndo apresentando elementos em co-
mum (sua interseccao € o conjunto vazio).

Entre ostrés eventos definidos acima, observamos que o0s even-
tos E, e £, ndo tém elementos em comum:

={1,3} E ={2,4,6} EnE = =>E ek sdomutu-
amente exclusivos.

Evento complementar de um evento qualquer é formado por
todos os resultados do espago amostral que néo pertencem ao evento.
A unido de um evento e seu complementar formara o proprio espago
amostral, e ainterseccéo de um evento e seu complementar S&0 0 con-
junto vazio.
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E,

Figura 43: Evento complementar
Fonte: elaborada pelo autor

E,.UE =0 E.nE =0

E, ={2 4,6} E, ={1,3, 5}
E,={3,4,56} E ={1,2

A compreensdo das definicOes anteriores serd extremamen-
te util quando calcularmos probabilidades, pois as expres-
soes poderao ser deduzidas ou simplificadas se identificar-
mos que se trata de evento unido, interseccdo, ou se 0s
eventos de interesse sao mutuamente exclusivos ou com-
plementares. Conhecido isso, podemos agora passar a de-
finicio de probabilidade ou, mais especificamente, as defi-
ni¢oes de probabilidade, que sdao complementares.

Definicoes de probabilidade

Por que usamos plural, “defini¢cdes’, ao invés de “definicdo” ?
Porque ao longo dos sécul os varias defini¢des de probabilidade foram
apresentadas, e elas se complementam.

A repeticéo de um experimento aleatorio, mesmo sob condic¢des
semelhantes, podera levar aresultados (eventos) diferentes. Mas se 0
experimento for repetido um nimero “ suficientemente grande” de ve-
zes, haverd umaregularidade nestes resultados que permitira cal cular
a sua probabilidade de ocorréncia. Essa é a base para as definicoes
gue veremos a seguir.



Definicao classica de probabilidade

I ntuitivamente, as pessoas sabem como cal cular algumas proba-
bilidades paratomar decisdes. Observe os seguintes exempl os.

Exemplo 1: vamos supor que vocé fez uma aposta com um ami-
go. O vencedor sera aquele que acertar a face que ficar para cima ap0s
o lancamento de uma moeda honesta. Qual é a chance de vocé ganhar?
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Usaremos o termo

Intuitivamente, vocé responderia que ha 50% (1/2) de chances
de ganhar, uma vez que ha apenas duas faces (resultados) possiveis.
Mesmo sem saber 0 que é probabilidade, vocé pode calcular achance
de ocorrénciade um evento de interesse, aface naqual vocé apostou.

Vocé continuaapostando com 0 mesmo amigo. O vencedor agora
seraaquele gue acertar o naipe de umacartaque seraretirada ao acaso
de um baralho comum de 52 cartas. Veremos neste segundo exemplo:
gual é a chance de vocé ganhar?

Novamente, deformaintuitiva, vocé responderiaque ha25% (1/4)
de chance, umavez que ha apenas quatro naipes (resultados) possivels.

O gue had em comum entre as situagbes dos exemplos 1 e 2?
Refletindo um pouco, vocé observara que em ambos temos experi-
mentos al eatorios. Em cadarealizagéo do experimento, apenas um dos
resultados possiveis pode ocorrer. Além disso, como se supfe que a
moeda e o0 baralho séo honestos, cada um dos resultados possiveistem
a mesma probabilidade de ocorrer: tanto cara quanto coroa tem 50%
de chance de ocorrer, todos 0s quatro naipes (copas, espadas, ouros e
paus) tém 25% de chance de ocorrer. Sem que vocé soubesse, vocé
aplicou a definicdo classica de probabilidade para obter as chances
de ganhar.

Se um experimento aleatorio puder resultar em n diferentes e
igualmente provaveis resultados, e n_, destesresultados referem-se ao
evento E, entdo a probabilidade de o evento E; ocorrer sera:

P(Ei):”—nEi

O problemareside em calcular o nimero total de resultados pos-
siveis e o nimero de resultados associados ao evento de interesse. 1sso

“moeda honesta” para
referenciar umamoeda
perfeitamente equili-
brada e lancamentos
imparciais. Deforma
andloga, usaremos o
adjetivo honesto para
dado, baralho, entre
outros.
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pode ser feito usando técnicas de andlise combinatéria (que seréo vis-
tas posteriormente) ou por consideracdes tedricas (“bom senso”).
Seja 0 seguinte experimento aleatorio: lancamento de um dado
n&o viciado e observacdo daface voltada para cima. Neste Exemplo 3,
vamos cal cular as probabilidades de ocorréncia dos seguintes eventos:

a) face 1;
b) face par; e

c) face menor ou igual a 2.

O espaco amostral deste experimento sera Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Sendo assim, ha um total de seis resultados possiveis, resultando em
n = 6. Basta, ent&o, definir quantos resultados est&o associados a cada
evento paraque sejapossivel calcular suas probabilidades peladefini-
cao classica

O evento “face 1" tem apenas um resultado associado: { 1}.
Entdo, n_, = 1, e aprobabilidade de ocorrer aface 1 ser&

n. 1
P(Ei)=—& —
(Ei) e

O evento “face par” tem trés resultados associados: { 2, 4, 6}.
Entdo, n_, = 3, e aprobabilidade de ocorrer face par sera

ng 3 1
PEI)=—FH==>=—
E)="=2"2
O evento “face menor ou igual a2” tem dois resultados associa-
dos: {1, 2}. Entéo, n_ = 2, e a probabilidade de ocorréncia de face

menor ou igual a2 sera:

g _2_1
n 6 3
Como viu nos exemplos, a defini¢do classica, que foi desenvol-
vida a partir do século XVII, foi inicialmente aplicada para orientar
apostas em jogos de azar. Surgiram dois problemas desta aplicagéo.
O primeiro érelativamente 6bvio: muitosjogos de azar ndo eram
“honestos’, 0os donos das casas i nescrupul osamente “ viciavam” dados

e roletas, marcavam baral hos, de maneira afazer com que os clientes

P(Ei)=



perdessem sistematicamente, ou seja, o lancamento dos dados e areti-
rada da carta do baralho ndo eram mais experimentos al eatorios.

O segundo problema decorre da pergunta: sera gue em todos os
experimentos al eatorios todos os eventos teréo a mesma probabilidade
de ocorrer? Sera que a probabilidade de chover no més de novembro
na cidade de Brest (na Franca, que tem, em média, 225 dias nublados
por ano) é a mesma na cidade de Sevilha (na Espanha, que tem, em
meédia, 240 dias de sol por ano)? Precisamos partir para a definicéo
experimental de probabilidade.

Definicao experimental de probabilidade

Seja um experimento aleatdrio que € repetido n vezes, e E, um
evento associado.

. . (o}
A frequénciarelativado evento E;: f,,, = a1 Y& due E, ocorreu
n total de tentativas

Quando o numero de repeticdes tende ao infinito (ou a um nu-
mero suficientemente grande), f.._. tende aum limite: a probabilidade
de ocorréncia do evento E,. A probabilidade do evento pode ser esti-
mada através da frequénciarelativa. Lembre-se da Unidade 3, a des-
cricao de um fendmeno pode ser feita por distribuicéo de frequéncias.

Quando ndo ha outra maneira de obter as probabilidades dos
eventos, € necessario realizar o experimento (veja novamente a Uni-
dade 1) varias vezes para que seja possivel obter um nimero tal de
tentativas que permita que as frequéncias rel ativas estimem as proba-
bilidades, para que se passa construir um model o probabilistico parao
experimento. 1sso pode ser feito em laborat6rio, em condigdes contro-
ladas, por exemplo, a vida Util das l&mpadas vendidas no comércio é
definidaatravés de testes de sobrevivénciarealizados pel os fabricantes.

Mas, em alguns casos, ndo € possivel realizar experimentos, a
maioria dos fendbmenos socioecondmicos e climéticos, por exemplo.
Neste caso, precisamos estimar as probabilidades através das frequién-
ciasrelativas historicas.

Independente de como obtemos as probabilidades, elas obede-
cem a alguns axiomas e propriedades que veremos a seguir.
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GLOSSARIO

* Evento impossivel
— evento com pro-
babilidade de ocor-
rer igual a 0%, € o
conjunto vazio. Fon-
te: Barbetta, Reis e
Bornia (2004).

Axiomas e propriedades da probabilidade

Alguns autores chamam estes axiomas e propriedades de defini-
¢do axiomatica da probabilidade.

Sejam um experimento aleatorio e um espago amostral associa-
do aele. A cadaevento E, associaremos um nimero real denominado
P(E,) que deve satisfazer os seguintes axiomas:

a)0<P(E)=<10

A probabilidade de ocorréncia de um evento sempre é um
numero real entre 0 e 1 (0% e 100%)

b) P(Q)=1,0

A probabilidade de ocorrénciado espaco amostral éigual al
(100%), pois pelo menos um dos resultados do espaco
amostral ocorrerd. Por isso, 0 espago amostral € chamado de
evento certo.

c) SeE,, E,, ..., En sdo eventos mutuamente exclusivos, en-
tdo P(E,UE,u .. UE)=P(E) + P(E) + ... +P(E)

Este axioma afirmaque, ao unir resultados diferentes, deve-
MOoSs somar as probabilidades.

Além dos axiomas, ha algumas propriedades basicas da proba-
bilidade:

aP@)=0
A probabilidade de ocorrénciado conjunto vazio é nula (igual

azero), umavez que ndo haresultados no conjunto vazio. Por
iSs0, 0 conjunto vazio € chamado de evento impossivel*.

b) ZP(E) =10

Se a probabilidade de ocorréncia do espaco amostral € igual
a1l (100%), ao somar as probabilidades de todos os eventos
gue compdem o espaco amostral, o resultado devera ser igual
al (100%).

c) P(E) = 1-P(E)

A probabilidade de ocorréncia de um evento qualquer sera
igual aprobabilidade do espaco amostral (1 ou 100%) menos



aprobabilidade de seu evento complementar (asomadas pro-
babilidades de todos os outros eventos do espaco amostral).
d) SgjamE e E dois eventos quaisquer: P(E, v E, )=P(E) +
P(E)-P(ENE)

A probabilidade de ocorréncia do evento Unido de dois ou-
tros eventos seréa igual a soma das probabilidades de cada
evento menos a probabilidade de ocorréncia do evento
interseccdo dos mesmos dois eventos. Esta propriedade tam-
bém é chamada de regra da adicéo.

Veja, neste quarto exemplo, que seja 0 experimento aleatério
lancamento de um dado néo viciado e observagdo da face voltada
para cima definido no Exemplo 3: 0 seu espaco amostral seré
Q={1,23,4,5,6}.

Definindotréseventos. E, =face1={1}, E, =facepar={2, 4, 6}
eE,=face<2{1, 2}, cujas probabilidades ja foram cal culadas.

Calcular a probabilidade de ocorréncia dos seguintes eventos:

a) complementar de E_;
b) complementar de E,,;
C)unidgodeE,eE, e

d) unido deE, eE,.

No Exemplo 2, obtiveram-se P(E,) = 1/6, P(E,) = 3/6 e P(E,)) = 2/6.
Usando as propriedades:
P(E) =1-P(E,) entéo P(E) =1 - P(E) = 1- 1/6 = 5/6
E,={23,4,56}
P(E) = 1-P(E,) entdo P(E)) = 1 - P(E,) = 1- 3/6 = 3/6
E={1 3,5

P(E,u E,)) = P(E,) + P(E,) — P(E,n E,) Observe que ha
apenas um elemento em comum entre os eventos E, e E_;:
apenas um resultado associado => P(E, N E,) = 1/6

P(E,U E,) = 3/6 + 2/6 — 1/6 = 4/6

P(E,uU E,) =P(E) + P(E, — P(E,n E,) Nao ha elementos em
comum entre oseventos E, e E.: eles sdo mutuamente exclusivos, sua
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interseccao é o conjunto vazio, e a probabilidade de ocorréncia do
conjunto vazio énula. P(E, U E,) = 1/6 + 3/6 —0 = 4/6

Agora, vamos exercitar a mente! Imagine que vocé traba-
lha em uma corretora de agbes e precisa aconselhar um
cliente sobre investir ou ndo em acdes da Petrobras. Supde-
se que o preco do barril do petrdleo subird cerca de 10%
nos proximos dias, hd uma probabilidade estimada de isso
acontecer. E, sabendo disso, vocé gostaria de saber qual é a
probabilidade de que as agdes da empresa subam também
10% na Bovespa. Este caso, em que queremos calcular a
probabilidade de ocorréncia de um evento condicionada a
ocorréncia de outro, somente podera ser resolvido por pro-
babilidade condicional, que veremos a seguir.

Probabilidade condicional

Muitas vezes, ha interesse de calcular a probabilidade de ocor-
rénciade um evento A qualquer, dada a ocorréncia de um outro even-
to B. Por exemplo, qual € a probabilidade de chover amanha em
Floriandpolis, sabendo-se que hoje choveu? Ou qual é a probabilida-
de de um dispositivo eletronico funcionar sem problemas por 200 ho-
ras consecutivas, sabendo-se que ele ja funcionou por 100 horas? Ou
ainda, a situacdo levantada anteriormente: qual € a probabilidade de
gue as acdes da Petrobras aumentem 10%, se o preco do barril de
petréleo subir 10% previamente?

Veja, queremos calcular aprobabilidade de ocorrénciadeA con-
dicionada a ocorréncia prévia de B, simbolizada por P(A | B) — |é-se
probabilidade de A dado B —, e a sua expressao ser&

(AnB)

P(A|B)= P P(B) para P(B) >0



A probabilidade de ocorréncia de A condicionada a ocorréncia
de B serdigual a probabilidade da interseccéo entre A e B, dividida
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No denominador da

pela probabilidade de ocorréncia de B (0 evento que ja ocorreu).
Se houvesse interesse no oposto, probabilidade de ocorréncia
de B condicionada a ocorréncia préeviadeA:

_P(BnA)

PB|A) PA)

para P(A) >0

Neste caso, o0 valor no denominador seriaa probabilidade de A,
uma vez que este evento ocorreu previamente, tal como B na outra
expressdo. E importante ressaltar que a operagdo de interseccéo €
comutativa*, implicando:

P(ANB)=P(BnA)

Sejam o lancamento de dois dados ndo viciados, um apds o ou-
tro, e aobservacgédo das faces voltadas para cima. Neste quinto exem-
plo, vamos cal cular as probabilidades:

® de que asfaces sejam iguais, supondo-se que suasomaé me-
nor ou igual a5; e

® de que asomadas faces sejamenor ou igual a5, supondo-se
que as faces sdo iguais.

Observe que hainteresse em calcular a probabilidade de even-
tos, supondo que outro evento ocorreu previamente.

Como todo problema de probabilidade, € preciso montar o espa-
co amostral. Neste caso, seréo os pares de faces dos dados, e como 0s
dados séo langados um apds o outro, a ordem das faces é importante:

(11)
20
(1)
41
51)
61)

(12)
(22)
(32)
(42)
(52)
(62)

(1,3)
(2,3)
(33
(4,3)

(53
(6,3)

(1,4)
(24
(34
(44)
54
64

(1,5)
(2,5)
(35)
(4,5)
(55)
65

(1,6)
(2,6)
(36)
(4,6)
(56)
(66)

Figura 44: Espago amostral do Exemplo 5
Fonte: elaborada pelo autor

expressao, é colocada
sempr e aprobabilida-
de do evento que ja
ocorreul.

GLOSSARIO

*Operacao
comutativa—opera-
¢ao em que a se-
guéncia de realiza-
¢80 ndo modifica o
resultado, “aordem
dosfatoresndo alte-
ra o produto”. Fon-
te: elaborado pelo
autor.
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Haum total de 36 resultados possiveis: n = 36. Agora, € preciso
definir os eventos de interesse.

@ “Faces iguais, sabendo-se que sua soma € menor ou igual a
5” significadizer probabilidade de ocorrénciade facesiguais
supondo-se que ja ocorreram faces cuja soma é menor ou
igual a 5; chamando o evento faces iguais de E, e o0 evento
soma das faces menor ou igual a5 de E,, estamos procuran-
do P(E, | E,), probabilidade de ocorrénciade E, condiciona-
da a ocorréncia PREVIA de E,.

Usando aformula:
P(E,nE
P(E,[E,)= % é preciso encontrar os valores das pro-
2
babilidades.

Primeiramente, definir o nimero de resultados do espaco amostral
gue pertencem aos eventos de interesse, para que seja possivel calcu-
lar a sua probabilidade usando a definicéo classica de probabilidade:

E,={(11) (2,2) (3,3) (4,4) (5,5) (6,6)} —facesiguais, 6 resulta-
dos, nE, = 6.

E,={(11)(1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (22) (2,3) (3,1) (3,2) (4.1)} -
soma das faces <5, 10 resultados, nE, = 10.

Os elementos em comum formar&o o evento intersecgao:
E,nE,={(1,1) (2,2)} —facesiguais e soma das faces <5, 2 resulta-
dos, nNE,NE, =2

P(E,) =nE,/n=10/36 P(E,NE,)=nE,NE,/n=2/36
Tendo as probabilidades acima, € possivel calcular a probabili-
dade condicional:

CP(E,NE,) 2/36 2

i 0,
PEIE)="3E,) ~Tor3e 10 2(20%)

Entdo, a probabilidade de que as faces sejam iguais, sabendo-se
gue sua soma € menor ou igual a5, é de 20%.

Este resultado poderia ser obtido de outraforma. Se a soma das
faces € menor ouigual a5, o evento E, jaocorreu previamente, entéo
0 espaco amostral modificou-se, passando aser o conjunto de resulta-
dos do evento E;:



novo Q ={(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,) (2,2) (2,3) (3,1) (3,2) (4,1)}

O novo espago amostral tem dez resultados, novo n = 10.

O numero de resultados do evento “faces iguais (E,) no novo
espaco amostral” € igual a 2, novo nE, = 2 (ha apenas dois pares no
novo espaco amostral, de soma das faces menor ou igual a5, em que
asfacessdoiguais).

Ent&o, a probabilidade de ocorrer o evento E, no novo espago
amostral, ou seja, aprobabilidade de ocorrénciado evento E, condicio-
nada a ocorréncia previado evento E,, P(E, | E,), sera

P(E,| E,) = novo nE,/ novo n = 2/10 = 0,2 (20%), 0 mesmo
resultado obtido anteriormente.

b) “ Soma das faces menor ou igual a5, sabendo-se que as faces
sdo iguais’ significa dizer probabilidade de ocorréncia de faces cuja
somaé menor ou igual a5, supondo-se que jaocorreram faces que sdo
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Houve uma mudanca

iguais; chamando o evento facesiguaisde E, e 0 evento somadasfaces
menor ouigual a5 de E,, estamos procurando P(E, | E,), probabilidade
de ocorréncia de E, condicionada & ocorréncia PREVIA de E..
P(E,nE))
Usando a formula: P(E,| E;)= W todos os valores ja
1
foram obtidos no item a.

_P(E,~E) 2/36 2 .
P(E,| E)) =Pt = 27— 5= 0:33(33%)

Ent&o, a probabilidade de que as faces tenham soma menor ou
igual a5, sabendo-se que sdo iguais, € de 33%.

Da mesma forma que no item a, o resultado poderia ser obtido
de outraforma. Se as faces sdo iguais, o evento E, jaocorreu previa-
mente, entdo o espaco amostral modificou-se, passando a ser o con-
junto de resultados do evento E.:

novo Q ={ (1,1) (2,2) (3,3) (4,4) (5,5) (6,6)}

O novo espaco amostral tem 6 resultados, novo n = 6.

O numero de resultados do evento “soma das faces menor ou
igual a5 (E,)” no novo espago amostral €igual a2, novo ng, =2 (ha
apenas dois pares no novo espago amostral, de facesiguais, em que a
soma das faces € menor ou igual ab).

no evento que ocorreu
previamente.



Curso de Graduagdo em Administragdo a Distancia

Ent&o, a probabilidade de ocorrer o evento E, no novo espago
amostral, ou sgja, a probabilidade de ocorréncia do evento E, condicio-
nada a ocorréncia préviado evento E, P(E, | E), sera

P(E,| E) = novo nE,/ novo n = 2/6 = 0,33 (33%), 0 mesmo
resultado obtido anteriormente.

E extremamente importante lembrar que, conceitualmente,
P(A|B) # P(BJ|A), pois 0s eventos que ocorreram previamen-
tesdo diferentes.

No quinto exempl o, utilizamos a definic¢éo classicaparaobter as
probabilidades necessérias, mas poderiamos usar distribuicdes defre-
guéncias de dados historicos ou experimentais para obté-las.

Regra do produto

Uma das consequiéncias da expressao da probabilidade condicio-
nal é aregrado produto, isolando a probabilidade da intersecgéo:

P(ANB)

P(A|B)= oE)

=> P(AnB)=P(B)xP(A|B)
Neste caso, 0 evento B ocorreu previamente, e o segundo valor
€ a probabilidade de ocorréncia de A dado que B ocorreu.

P(ANB) _

P(A|B)= PA

> P(AnB)=P(A)xP(B |A)

Neste caso, 0 evento A ocorreu previamente, e 0 segundo valor
N&o se esqueca que a  é a probabilidade de ocorréncia de B dado que A ocorreu.

interseccao é

comutativa. . . ) o
E importante que seja observada com cuidado a seqiiéncia

dos eventos para montar as expressoes acima: analisar cor-
retamente que evento ja ocorreu.

©



No Exemplo 6, digamos que uma urna contém duas bolas bran-
cas e trés vermel has. Retiram-se duas bolas ao acaso, uma apés a ou-
tra. Veremos nos itens abaixo se aretiradafoi feita sem reposicao.

a) Qual é a probabilidade de que as duas bolas retiradas se-
jam damesma cor?

b) Qual é a probabilidade de que as duas bolas retiradas se-
jam vermel has, supondo-se que sdo da mesma cor?

Como em todos os problemas de probabilidade, primeiramente
€ preciso definir o espaco amostral. H& duas cores e duas retiradas,
entdo podemoster:

® al2ea22bolas brancas (duas bolas da mesma cor) — evento
E,=B,nB,

® al®bolabrancaea2*bolavermelha—eventoE,=B, NV,
& al*bolavermelhae a2?bolabranca—eventoE,=V N B,;

& al2bolavermelha e a 22 bola vermelha (duas bolas da mes-
macor) —eventoE, =V N V..

Entdo, o espaco amostral sera:
Q={B,nB,B,NV,V.nB,V NV}

Todos os quatro eventos acima séo mutuamente exclusivos. quan-
do as bolas forem retiradas, apenas um, e somente um, dos eventos
acima pode ocorrer.

Asretiradas sdo feitas sem reposi ¢ao: a segunda retirada depen-
de do resultado da primeira. Se as retiradas forem feitas sem reposi-
cdo, elas seréo dependentes, pois o espago amostral serd modificado:
em cada retirada, as probabilidades de ocorréncia sdo modificadas,
porgue as bolas néo séo repostas.

@ aprobabilidade de retirar bola brancana 12retirada é de 2/5
(duas bolas brancas no total de cinco), P(B,) = 2/5; e

& aprobabilidade deretirar bolavermelhanal?retiradaéde 3/5
(trés bolas vermelhas em cinco), P(V ) = 3/5.
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Se aprimeirabolaretiradafoi branca (o evento B, ocorreu pre-
viamente), restaram quatro bolas, uma branca e trés vermel has:

Repare que o nimero ® a probabilidade de retirar uma bola branca na 22 retirada se

na 12foi extraida umabranca, € de 1/4 (umabolabrancaem
resultados, diminuiu quatro), P(B,|B)) = ¥ e

de cinco para quatro,

de bolas, nimero de

@ aprobabilidade de retirar uma bola vermelha na 22 retirada,
se na 12foi extraida uma branca é de 3/4 (trés bolas verme-
feitas sem reposicao. lhas em quatro), P(V, | B,) = 3/4.

porgue as retiradas sdo

Se a primeira bola retirada foi vermelha (o evento V, ocorreu
previamente), restaram quatro bolas, duas brancas e duas vermel has:

@ a probabilidade de retirar uma bola branca na 22 retirada, se
na12foi extraidaumavermelha, é de 2/4 (duas bolas brancas
em quatro), P(B,|V,) = 2/4; e

@ a probabilidade de retirar uma bola vermelha na 22 retirada,
senal?2foi extraidaumavermelha, é de 2/4 (duas bolas ver-
melhas em quatro), P(V,|V,) = 2/4.

a) O evento gque nos interessa: “bolas da mesma cor”: brancas
ou vermelhas, evento unido brancas-vermelhas.
Chamando bolas da mesma cor de evento F:

F=[(B,nB)uU(V,nV)]
Usando as propriedades da probabilidade:

P(F)=P[(B,nB)u(V.nV)]=
P(B,nB,)+P(V,nV,)-P(B,NnB)uU(V,nV)
Oseventos (B, B,) e (V, N V,) sGo mutuamente exclusivos, se
as bolas sdo da mesma cor, ou sdo brancas ou sdo vermelhas; entdo, a

interseccdo entre eles € o conjunto vazio, e aprobabilidade de o conjun-
to vazio ocorrer éigual a zero (ver se¢do 5.3.3); entdo, simplesmente:

PF)=P[(B,nB)u(V,nV)]=PB,NB)+PV,NV)

Usando aregra do produto:
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P(B,n B,) = P(B,) x P(B,| B,) = (2/5) x (1/4) = 2/20 = 1/10
P(V,nV,) =PV ) X P(V,|V,) = (3/5) x (2/4) = 6/20 = 3/10

Substituindo na expresséo:

P(F) = P[(B,nB,) U (V,nV,)]=P(B,NB)+PNV, AV)=
1/10 + 3/10 = 4/10 = 0,4 (40%)

Entdo, se asretiradas forem feitas sem reposi¢éo, a probabilida-
de de que as duas bolas sejam da mesma cor seraigual a 0,4 (40%).

b) Neste caso, sabe-se que as duas bolas sdo da mesma cor (0
evento F acima JA OCORREU), e ha interesse em saber a probabili-
dade de que as duas bolas sejam vermel has:

PI(V,nV,) |FI=P{(V,nV) |[(B,nB) U (V,nV)]}

Usando a expressao de probabilidade condicional:

PV, V) [B,NB) U (v, V)= Ao alB. s (o)l

A probabilidade do denominador ja € conhecidado item a. E a
do numerador pode ser obtida facilmente.

Repare: 0 que haem comum entre o evento (V, N V,) eo evento
[(B,nB) u(V,nV,)], emsuma, qual sera o evento interseccado? O
gue ha em comum entre duas bolas vermel has e duas bolas da mesma
cor? O proprio evento duas bolas vermelhas (V, N V), entéo:

(V,nV)n[(B,NB)uU(V,nV)] =(V,nV),
P{(V,nV)Nn[(B,NB)u NV nNV)]} =P(V,nV,) =3/10.
Sabendo que P{(V,nV,) | [(B,n B, u (V,nV,)]}=4/10 (do
item a.1) e substituindo os valores naféormula:
_ P(V,NV,) _3/10_3
AV.AVIIIBNB)LV,AV I} = PIB,NB,)U(V,nV,)] 410 4
P{(V.nV) |[(B,nB)uU(V,NV,)]}= 0,75 (75%)

Entdo, se asretiradasforem feitas sem reposi¢éo, e as duas bolas
forem da mesma cor, a probabilidade de que sgjam vermelhas sera
igual a0,75 (75%).
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As retiradas e as probabilidades podem ser representadas atra-
vés de um diagrama chamado de “ Arvore de probabilidades’:

FRIBL=
1/4 B2
1 hranca
(1B)
3 wermelhas
(3 Wl
e POV2R 1) =
Bl 34
2 hrancas
(2B)
3 wertnelbas
3 -
(3V) POV LTS V1 P(BEEEQ B2
5
2 hraticas
(2B)
2 wertnelhas
(2V)
FVIVL =~ V2
24
1* retirada 2 retirada

Figura 44: Arvore de probabilidades — Retiradas sem reposicéo
Fonte: elaborada pelo autor

Observe que, através daarvore de probabilidades, podemos che-
gar aos mesmos resultados obtidos anteriormente. Partindo do espaco
amostral original, um dos ramos significa 12 bolabranca(B,), € 0 ou-
tro, 12bolavermelha (V). Dependendo do resultado daprimeiraretirada,
haverdum espaco amostral diferente: uma bola branca e trés vermel has,
sena1@retiradaobteve-se umabolabranca, ou duas bolas brancas e duas
vermelhas, se na 12 retirada obteve-se umabola vermelha

A partir dos novos espagos amostrais, é possivel calcular as pro-
babilidades condicionais para cada caso e depois substitui-las nasfor-
mulas adequadas. Contudo, a arvore sera inltil se o evento para o
gual se deseja calcular a probabilidade ndo for definido adequadamen-
te: neste caso, no item a, bolas damesmacor [(B,NB,) U (VN V,)],



e no item b, bolas vermelhas sabendo que sé&o da mesma cor
{(V.nV)|[(B,N"B)u(V,nV)I}.

A &rvore sera igualmente indtil se ndo forem usadas as defini-
coes de eventos dependentes (porque ndo ha reposicao) e de eventos
mutuamente exclusivos (porque os eventos ndo podem ocorrer simul-
taneamente), e as expressdes de probabilidade condicional e os axio-
mas de probabilidade.

O grande inconveniente daérvore de probabilidades surge quan-
do o nUmero de “retiradas” aumenta e/ou 0 nimero de resultados pos-
siveis para cada retirada é consideravel: torna-se impraticavel dese-
nhar a érvore, enumerando todos os resultados. Nestes casos, usa-se
andlise combinatéria, que veremos adiante.

E se a ocorréncia do evento A nio modificasse a probabi-
lidade de ocorréncia de B? Os eventos A e B seriam cha-
mados de independentes. Vocé pode imaginar situagdes
priticas em que dois eventos sejam independentes?

Eventos independentes

Doisou mais eventos sdo independentes quando a ocorrénciade
um dos eventos nado influencia a probabilidade de ocorréncia dos ou-
tros. Se dois eventos A e B sdo independentes, entdo a probabilidade
de A ocorrer dado que B ocorreu é igual a prépria probabilidade de
ocorrénciadeA, e aprobabilidade de B ocorrer dado que B ocorreu é
igual & proépria probabilidade de ocorréncia de B.

Se A e B sdo independentes, entéo:

P(A|B)=PA)eP(B|A)=P0B)

P(A N B)=P(A)x (B|A) = P(A) x P(B)
P(A nB)=P(B) x (A | B) = P(B) x P(A)
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As expressoes acima sao validas, se os eventos A e B forem
independentes.

Em situacdes préticas, dois eventos sao independentes quando a
ocorrénciade um deles ndo modifica ou modificamuito pouco o espa-
co amostral do experimento aleatério. E o que ocorria na Unidade 2,
guando faziamos amostragem al eatéria simples: naguele momento, néo
foi dito que aamostragem era com reposicao, que dificilmente é feita
na prética, mas admite-se que, sendo o tamanho da populacdo muito
grande, a retirada de uma pequena amostra ndo modificara muito as
proporgdes dos eventos.

Exemplo 7: para a mesma situagdo do Exemplo 6. Uma urna
contém duas bolas brancas e trés vermel has. Retiram-se duas bolas ao
acaso, umaapds aoutra. Resolvaositens abaixo, se aretiradafor feita
Com r eposiGao.

a) Qual é a probabilidade de que as duas bolas retiradas se-
jam damesmacor? R.: 0,52(52%).

b) Qual é a probabilidade de que as duas bolas retiradas se-
jam vermel has, supondo-se que séo da mesma cor? R.: 0,69
(69%).

A seguir, veremos como resolver um problema quando for
invidvel usar a arvore de probabilidades.

Probabilidade combinatoria

Como javimos, em muitos casos a resolucdo dos problemas de
probabilidade enumerando todos os resultados possiveis torna-se ex-
tremamente dificil. HAumaformamais rapida de enumerar osresulta-
dos: as técnicas de andlise combinatoria.



Relembremos a defini¢éo cléassi ca de probabilidade, que consis-
tia em calcular o quociente entre o nimero de resultados associados
ao evento e o numero total de resultados possiveis. O célculo desses
numeros de resultados pode ser feito utilizando analise combinatoria,
tanto para 0s casos em que 0s eventos sdo dependentes quanto quando
haindependéncia.

Astécnicas de andlise combinatoria buscam basicamente cal cu-
lar o niUmero de maneiras de dispor um certo nimero de “ objetos” em
um numero limitado de “espacos’ distintos (menor do que 0 nUmero
de objetos), sendo um objeto em cada espaco. Se o nimero de “ obje-
tos” &, teoricamente, infinito (ou ilimitado), temos a andlise
combinatériacom repeticdo ilimitada (situacéo de independéncia): € o
gue ocorre nos casos em que ha reposi¢cdo. Se, porém, o nimero de
“objetos’ élimitado, temos aanalise combinatoriasem repeticao (situ-
acao de dependéncia): casos em que nao ha reposicéo.

Andlise combinatdéria com reposicao ilimitada

Han objetos disponiveis em nimero ilimitado; em outras pal a-
vras, ha reposicéo, de quantas maneiras diferentes € possivel preen-
cher k espacos distintos com os objetos, cada espaco com um objeto?

Tem-se um espaco e n objetos, ha n maneiras de dispd-10s no
espaco. Tem-se dois espagos, € 0s mesmos n objetos disponiveis para
cadaum, haveran? maneiras: asn maneiras do primeiro espaco multi-
plicadas pelas n maneiras do segundo. Se houver trés espacos, havera
n® maneiras, e assim por diante.

Generalizando, se ha n objetos disponiveis em numero ilimita-
do parapreencher k espagos distintos, cadaespaco com um objeto, hank
maneiras de fazé-lo, e cada preenchimento € independente dos outros.

Veremos neste oitavo exemplo quantas palavras de cinco letras
podem ser escritas com as 26 |etras do alfabeto, sem se preocupar com
o significado.

Veja que, primeiramente, é preciso identificar os objetos e o0s
espacos.
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Os objetos, neste caso, séo as letras do alfabeto, 26, entéo
n = 26. Como néo ha preocupacdo com o significado das palavras, 0s
objetos estdo disponiveisem numero ilimitado.

Os espacos sdo as letras da palavra: cada palavra deve ter cinco
letras, entdo k = 5.

Usando a expresséo de analise combinatéria com repeticdo ili-
mitada, o nimero de palavras ser&: n* = 26° = 11.881.376 palavras.

Umaurnacontém duas bol as brancas e trés vermel has. Retiram-
se ao acaso, uma apds a outra, com reposi¢do. Qual a probabilidade
de que as duas bolas sejam da mesma cor? Neste nono exemplo, utili-
zaremos a andlise combinatoria.

Este exemplo é uma repeticéo do item a do Exemplo 7. Aqui
chegaremos ao mesmo resultado usando andlise combinatoria.

O evento de nosso interesse: bolas da mesma cor =
F=[(B,nB)u(V,nV,))] Vimos que os eventos (B, N B,) e
(V,nV,) sdo mutuamente exclusivos, ent&o:

P(F)=P[(B,nB)u(V,nV,)]=PB,n"B)+PV,NV)

Vamos calcular, entdo, as probabilidades necessarias.

P(B, n B,) = (N° de resultados para duas bolas brancas) / (N°
total deresultados)

P(V,nV,) = (N°deresultados para duas bolas vermel has) / (N°
total deresultados)

Os denominadores serdo os mesmos para o0s dois quocientes: ha
um total de cinco bolas (“objetos’) disponiveis em nimero ilimitado
(porgue h& reposicéo) para extrair em duas retiradas (“ espagos’), re-
sultandon =5 ek = 2, entdo:

N° total de resultados = nk =52 =25

N° de resultados para duas bolas brancas. ha um total de duas
bolas brancas (“ objetos”) disponiveisem nimero ilimitado (porque ha
reposicdo) paraextrair em duasretiradas (“espagos’), resultando n = 2
ek =2, entéo:

N° total de resultados = nk =22 =4



N° de resultados para duas bolas vermelhas. ha um total de trés
bolasvermelhas (“ objetos”) disponiveisem ndmero ilimitado (porque
ha reposicéo) para extrair em duas retiradas (“espacos’), resultando
n=3ek =2, entéo:

NO° total deresultados=nk=32=9

Ent&o:

P(B, n B,) = (N° de resultados para duas bolas brancas) / (N°
total de resultados) = 4 /25

P(V,nV,) = (N°deresultados para duas bolas vermel has) / (N°
total de resultados) = 9/25

Substituindo naformula:

P(F)=P[(B,nB)u (V,NnV)]=P(B,"B)+P(V,NnV)
= 4/25 + 9/25 = 13/25 = 0,52 (52%)
Entéo, se asretiradasforem feitas com reposi¢ao, a probabilida-
de de que as duas bolas sejam da mesma cor seraigual a 0,52 (52%).
Observe que é exatamente 0 mesmo resultado obtido no Exemplo 7.
Claro que, para este caso extremamente simples (apenas duas retira-
das com dois resultados possiveis em cada uma), o0 uso de analise
combinatdriando é necessario, mas permite chegar aos mesmos resul -
tados que seriam obtidos com as técnicas anteriores. Se, porém, hou-
ver muitas retiradas e/ou muitas opgoes, se tornaraindispensavel.

Andlise combinatdria sem reposicao

Continua havendo n objetos para colocar em k espagos, mas 0s
objetos ndo estdo mais disponiveis em nimero ilimitado: ndo harepe-
ticdo ou ndo ha reposicdo. A selecdo de um dos objetos modifica a
probabilidade de selecdo dos outros: ha dependéncia. Para calcular o
numero de maneiras possiveis de preencher os espagos, € preciso
relembrar os conceitos de arranjos e combinacoes.

Os arranjos séo utilizados para calcular 0 nUmero de maneiras
de dispor os n objetos nos k espacos, quando a ordem e a hatureza
dos objetos séo importantes para o problema. O nimero de arranjos de
n objetos distintos tomados k ak sera:
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A=

© (n=k)!
lembrando que 0! = 1.

Cinco carros, disputando os trés primeiros lugares em uma cor-

n! significafatorial den: nx (n-1) x (n-2) x....x 1,

rida. H& quantas maneiras diferentes de classifica-los? Vejamos no
Exemplo 10.

Observe que ha cinco objetos a dispor em trés espacos, entéo
n =5ek = 3. Os objetos ndo estdo disponiveis em nimero ilimitado:
umavez definido o primeiro colocado, ele ndo pode simultaneamente
ocupar a terceira posi¢ao. Outro aspecto importante é que importam
tanto aordem quanto anatur eza dos objetos: hadiferencase o corre-
dor A nao chegar entre ostrés primeiros, mas também hadiferenca se
o corredor chegar em primeiro ou segundo. Sendo assim, serdo usa-
dos arranjos.

n! 51 5x 4x 3x 2!
Ank = = =
©  (h=k)! (5-3)! 2!

= 60 maneiras.

Entdo, ha 60 maneiras de classificar 0s cinco carros nostrés pri-
meiroslugares.

As combinacdes sdo utilizadas para calcular 0 nimero de ma-
neiras de dispor os n objetos nos k espacos, quando apenas a natureza
dos objetos € importante para o problema. O nimero de combinacdes
de n objetos distintos tomados k ak sera:

i
C,, __m
" kIx(n-k)!

Vamos ver, no exemplo a seguir (Exemplo 11), de quantas ma-
neiras diferentes podemos selecionar trés dentre cinco pessoas para
umatarefa?

Observe que, novamente, ha cinco objetos a dispor em trés es-
pacos, entdo n =5 ek = 3. Os objetos ndo estéo disponiveis em nime-
ro ilimitado: uma vez que uma pessoa seja selecionada, ndo podera
novamente ser escolhida. Neste caso, importa apenas a natureza dos
objetos, apenas definir as pessoas que serdo selecionadas. Sendo as-
sim, seréo usadas combinacoes.



C - n! B 51 _5><4-><3!
"R x (n—k)! 3Ix(5-3)1 312!

—10 maneiras.

Entdo, ha dez maneiras de selecionar trés dentre cinco pessoas.
Exemplo 12: umaurnacontém 18 bolas brancas, 15 vermelhase dez
azuis. Seréo retiradas X bolas, sem reposi¢do, e observadas suas cores.

a) Seja X = 8 (oito bolas). Qual a probabilidade de que as
bolas sejam da mesma cor?

b) Seja X = 6 (seis bolas). Qual é a probabilidade de que
duas sgjam brancas, duas sejam vermel has e duas sejam azuis?

Este problema seria extremamente trabal hoso pararesolver usan-
do umaarvore de probabilidades, por possuir varias retiradas com trés
resultados cada. Observe que ndo hareposi¢éo, portanto deve-se usar
analise combinatéria sem repeticdo: repare que ndo ha interesse na
ordem das bolasretiradas (tanto no item aguanto no item b), mas ape-
nas na cor das bolas (na sua “natureza’), sendo assim devem-se usar
combinacdes para calcular o0 nimero de resultados necessarios para
calcular as probabilidades.

a) Ha uma grande quantidade de resultados possiveis para este
problema, deve-seidentificar o evento deinteresse: oito bolas dames-
ma cor. Neste caso, oito bolas brancas, ou oito bolas vermelhas ou
oito bolas azuis, evento unido oito brancas com oito vermelhas com
oito azuis. Chamando o evento oito bolas da mesma cor de F:

F = (8 brancas U 8 vermelhas U 8 azuis).

Observe gue os trés eventos acima sdo mutuamente exclusivos.
as oito bolas retiradas ndo podem ser brancas e azuis simultaneamen-
te. Ento:

P(F) = P (8 brancas U 8 vermelhas U 8 azuis) = P(8 brancas) +
P(8 vermelhas) + P(8 azuis)

Paracalcular as probabilidades dos eventos, pode-se usar a defi-
ni¢ao cléassica de probabilidade:

P(8 brancas) = (N° resultados para 8 brancas) / (N° total de re-
sultados)

Médulo 4
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Este valor téo baixo
era esperado, devido a
guantidade de bolas e

P(8 vermelhas) = (N° resultados para 8 vermelhas) / (N° total de
resultados)

P(8 azuis) = (N° resultados para 8 azuis) / (N° total de resultados)

O denominador sera 0 mesmo para todas as expressdes. Haum
total de 43 bolas (43 objetos, n = 43) para colocar em oito espacos (8
retiradas, k = 8), usando combinacoes:

43 45008513
Kix(nK)! 81x(43-8)!

Ne total de resultados= C,

Para as bolas brancas. H& 18 bolas brancas (18 objetos, n = 18)
para colocar em oito espagos (8 retiradas, k = 8), usando combinagoes:

n! 181 _ 43758

N° de resultados para oito brancas= C, , = =
" kx(n-k)! 8Ix(18-8)!

Para as bolas vermelhas. Ha 15 bolas vermelhas (15 objetos,
n = 15) paracolocar em oito espacos (8 retiradas, k = 8), usando com-
binacoes:

_ n! _ 15! _ 6435
kIx(n-k)! 8!x(15-8)!

N° de resultados para oito vermelhas = C,

Para as bolas azuis. Ha dez bolas azuis (10 objetos, n = 10) para
colocar em oito espacos (8 retiradas, k = 8), usando combinacdes:

n! 10!

. - —45
K(nk)!  81x(10-8)!

N© de resultados para oito azuis = C,

Substituindo os valores diretamente naformula geral:
P(F) = P(8 brancas) + P(8 vermelhas) + P(8 azuis)

43758 6435 . 45

P()= 175008513 " 745008513 ' 145008513

— 0000346

Arredondando, a probabilidade de que as oito bolas retiradas
sejam da mesma cor € igual a 0,0003 (0,03%).

ao numero total de
combinagdes possi-
Vels.

®

b) Neste caso, ha interesse em calcular a probabilidade de que
duas bolas sejam brancas, e duas sejam vermel has e duas sejam azuis,
evento interseccao duas brancas com duas vermelhas com duas azuis.
Chamando este evento de G: G = (2 brancas n 2 vermelhas n 2 azuis).



Para os casos de interseccéo, o célculo do nimero de resultados
associados precisa ser feito da seguinte forma: os nimeros de resulta-
dos possiveis associados a cada “ subevento” componente devem ser
multiplicados para obter o nimero de resultados da interseccgéo.

Saiba que isso, porém, ndo significa que os eventos segjam
independentes!

P(G) = (N° res. 2 brancas x N° res. 2 vermelhas x N° res. 2
azuis)/ (N°total de resultados)

Ha um total de 43 bolas (43 objetos, n = 43) para colocar em
seis espacos (6 retiradas, k = 6), usando combinagdes:

n! 43!

= - = 6096454
T Kix(nk)!  61x(43-6)!

Ne° deresultados= C

N° de res. duas brancas: ha 18 bolas brancas (18 objetos, n =
18) para colocar em dois espacos (2 retiradas, k =2), usando combina-
cOes:
n! 18!

= =153
k!x(n-k)! 2x(18-2)!

N° de resultados para duas brancas = C, =

N° de res. duas vermelhas: ha 15 bolas vermelhas (15 objetos,

n = 15) paracolocar em dois espacos (2 retiradas, k =2), usando com-
binacgoes:

nl 15!

= = =105
kix(n—k)!' 2x(15-2)!

NO de resultados para duas vermelhas = C, ,

N° de res. dois azuis. ha dez bolas azuis (10 objetos, n = 10) para
colocar em dois espacos (2 retiradas, k =2), usando combinacdes:

n! 10!

- - 45
kik(n—K)! 21x(10- 2)!

N° de resultados para duas azuis= C_ ,

Substituindo naférmulade P(G):

P(G) = (153 x 105 x 45)/ (6.096.454) = 0,11858

Médulo 4
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Arredondando, a probabilidade de que duas bolas sejam bran-
cas, e duas vermelhas e duas azuis é igual a 0,12 (12%).

Saiba mais...

Sobre conceitos béasicos de Probabilidade, BARBETTA, P. A.
Estatistica Aplicada as Ciéncias Sociais. 6. ed. Florianopolis: Ed. da
UFSC, 2006, capitulo 7.

Também sobre conceitos bésicos de Probabilidade
STEVENSON, Willian J. Estatistica Aplicada a Administracéo.
S&o Paulo: Harbra, 2001, capitulo 3.

LOPES, P. A. Probabilidades e Estatistica. Rio de Janeiro:
Reichmann e Affonso Editores, 1999, capitulo 3.



RESUMO |

O resumo desta Unidade estéd mostrado na Figuras 45:

l Fendmeno sob anilise I

Possivel
Modelo NAO prever resultados SIM Modelo
Probabilistico ANTECIPADAMENTE? Deterministico

Experimento aleatdrio

¥
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Raciocinio intuitivo

Experimental

| Axiomas e Propriedades de Probabilidade |
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Simples Condicional
Sem preocupagio com Levando em conta
ocorréncias prévias ocorréncias prévias

l ¥
Arvores de probabilidades
Regra da A
Adicio ou combinagdes

[ Eventos independentes I

Figura 46: Resumo da Unidade 5
Fonte: elaborada pelo autor
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Atividades de aprendizagem

As atividades de aprendizagem estdo disponiveisno Ambiente Vir-
tual de Ensino-Aprendizagem. Néo deixe de respondé-las.

Chegamos ao final de Unidade 5. Esperamos que vocé
tenha aprendido todos os conceitos trabalhados e, com os
exemplo propostos, tenha colocado em prdtica as informa-
¢Oes adquiridas. Neles propomos que vocé reconhecesse
os modelos probabilisticos, modelos deterministicos, prin-
cipais tipos de evento e os diferentes tipos de cdlculo. Na
Unidade 6, vamos prosseguir aprendendo o conceito de
varidvel aleatdria, que serd indispensdvel para as Unidades
7, 8 e 9. Veremos, ainda, nas Unidades seguintes, a ex-
pansdo do estudo para o conceito de varidvel aleatdria e
alguns dos modelos probabilisticos mais empregados. Tudo
isso para chegarmos as Unidades 8 e 9, nas quais aplicare-
mos os conceitos de probabilidade no processo de
inferéncia estatistica, conforme ja foi dito na Unidade 1.
Nao desanime, caso tenha ficado alguma duvida. Estamos
com vocé sempre! Interaja, solicite auxilio e, caso necessa-
rio, releia o material. Realize a atividade de aprendizagem
e entenda todo o processo amplamente.

Otimos estudos!



