LINIDADE

Modelos probabilisticos
mais comuns



Objetivo

Nesta Unidade, vocé vai conhecer os modelos probabilisticos mais
importantes para varidveis aleatdrias discretas e continuas. Vocé
aprendera a identificar as situagdes reais em que podem ser usados para o

calculo de probabilidades e a importancia disso para o administrador.



Modelos probabilisticos para
variaveis aleatodrias discretas

Nas Unidades 5 e 6, vimos os conceitos gerais de probabi-
lidade e varidveis aleatdrias: podemos construir um mode-
lo probabilistico do zero para um problema de administra-
Gao, a partir de dados historicos ou experimentais.

Embora plenamente possivel, o processo de construcao de
um modelo probabilistico do zero pode ser bastante lon-
go: é preciso coletar os dados (ver Unidades 1 e 2), fazer
a andlise exploratdria deles (ver Unidades 3 e 4), obter as
probabilidades e validar o modelo. Mesmo tomando todos
os cuidados, muitas vezes vamos reinventar a roda e cor-
rendo o risco de ela sair quadrada...

Por que n3o usar os conhecimentos prévios desenvolvidos
ao longo de centenas de anos de pesquisa e experimenta-
¢ao? Vamos procurar, dentre os vdrios modelos
probabilisticos existentes, aquele mais apropriado para o
fendmeno que estamos estudando, que é materializado atra-
vés de varidveis aleatorias.

Através da Andlise Exploratoria de Dados, podemos avaliar
qual modelo é mais apropriado para os nossos dados. Con-
tudo, para fazer isso precisamos conhecer tais modelos.

Nesta Unidade, vamos estudar os modelos mais usados
para varidveis aleatodrias discretas (binomial e Poisson) e
para varidveis aleatdrias continuas (uniforme, normal, t e
qui-quadrado).
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GLOSSARIO

*Variavel aleatéria—
€ umafuncdo mate-
matica que associa
nameros reais aos
resultados de um
espaco amostral,
por sua vez, vincu-
lado a um experi-
mento aleatdrio.
Fonte: Barbetta, Reis
e Bornia (2004).

*Espaco amostral
finito—éaquelefor-
mado por um nime-
ro limitado de resul-
tados possiveis.
Fonte: Barbetta, Reis
e Bornia (2004).

*Espago amostral
infinito numerével —
€ aquele formado
por um ndmero in-
finito deresultados,
mas que podem ser
listados. Fonte:
Barbetta, Reis e
Bornia (2004).

Aqui é importante avaliar com cuidado a variavel aleatoria*
discreta.

E preciso identificar se o espaco amostral éfinito* ou infinito
numeravel*: alguns modelos sdo apropriados para um caso, e ndo
para o outro.
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GLOSSARIO

*Variavel aleatéria
discreta — 0 espaco
amostral ao qual ela
esta associada é
finito ou infinito
numeravel. Fonte:
Barbetta, Reis e
Bornia (2004).

Vamos ver os dois modelos mais importantes: binomial e
Poisson.

Modelo binomial

Sejaum experimento al eatorio qual quer gue apresenta as seguin-
tes caracteristicas:

@ consiste narealizacdo de um nimero finito e conhecido n de
ensaios (ou repeticoes);

@® cada um dos ensaios tem apenas dois resultados possiveis:
“sucesso” ou “fracasso” (estéo entre aspas, porque a defini-
cao de sucesso ndo quer necessariamente algo “ positivo”, e
também porque podera significar um grupo de resultados); e

@ 0s ensai 0s sao i ndependentes entre si, apresentando probabi-
lidades de “ sucesso” (p) e de “fracasso” (1-p) constantes.

Neste caso, estamosinteressados no nimero de “ sucessos” obti-
dos nos n ensai0s: como o espaco amostral éfinito (vai de0an), uma
variavel aleat6ria associada seriadiscreta. Este tipo de experimento é
chamado de binomial.

Entdo, a variavel aleatoria discreta* X, nimero de “sucessos’
nos n ensaios, apresenta uma distribui¢éo (modelo) binomial com os
seguintes parametros:

n = ndmero de ensaios p = probabilidade de “ sucesso”

Com esses dois parametros, € possivel calcular as probabilida-
des de um determinado nimero de sucessos, bem como obter o valor
esperado e avarianciadavariavel X:

E(X)=nxp V(X)=nxpx (1p)



Exemplo 1: experimentos binomiais:

a) observar o nimero de caras em trés langamentos imparci-
ais de uma moeda honesta: n=3; p=0,5;

b) observar o nimero de meninos nascidos em trés partos de
umafamilia n=3; p=x; e

c) observar o nimero de componentes defeituosos em uma
amostra de dez componentes de um grande nimero de pegas

gue apresentaram anteriormente 10% de defeituosos. n = 10;
p=0,1.

Vamos ver com maiores detal hes o caso do niUmero de meninos
(e meninas) nascidos em uma familia. Chamando menino de evento
H, sera o “sucesso”, e meninade evento M, e sabendo pelahistériada
familiaque P(H) = 0,52 e P(M) = 0,48 (entdo p = 0,52 e 1- p = 0,48),
guais serdo as probabilidades obtidas paraavariavel aleatérianimero
de meninos em trés nascimentos? Vamos obter a distribuicdo de pro-
babilidades.

Usando os conceitos gerais de probabilidade, € preciso primei-
ramente determinar o espagco amostral, como poderdo ser 0s sexos das
tréscriangas:

Q={HNAHAH HAHAM,HAMANH, MNnHANH,
HAMAM,MNAHAM, M "nMNnH, MNnMnM}

Supondo que 0s nascimentos sejam independentes, podemos
calcular as probabilidades de cadainterseccao simplesmente multipli-
cando as probabilidades individuais de seus componentes:

PlHNHNH} =PH) x P(H) xP(H) =pxpxp=p

PIHNHNM} =PH)xP(H)XxPM)=pxpx (1-p) =p?>(1-p)
PIHAM N H} =PH)XPM)XxPH) =px (1-p)xp=p*Xx (1-p)
PIMNHANH} =PMM)XPH)XxPH)=Q-p)xpxp=p*’X(1-p)
P{HAM M} =P(H) x P((M) x (M) = px (1) X (1-p) = px (1)
P{MAHAM} =R(M)xP(H) x P(M) = (1-p) x px (1-0) = px (1)
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P{M M~ H} =PR(M) x P(M) x P(H) = (1-p) X (1-p) X p= p X (19)?
M AM M} =PM) xP(M) x A(M) = (1-0) X (1-p) X (1-p) = (1)°

Observe que:

PPHAHAAM} =Pl HAMNH} =PIMnHNH} =p?x (1-p)
= Probabilidade de dois “ sucessos”

PPHAM M} =P(MnHNM} =P[MMNH} =px(1-p)?
= Probabilidade de um “sucesso”

Importa apenas a“ natureza”’ dos sucessos, ndo a ordem em que
ocorrem: com autilizacdo de combinacdes, é possivel obter o nimero
de resultados iguais para cada nimero de sucessos. Supondo que o
numero de ensaios n € o numero de “objetos’ disponiveis, e que o
numero de “sucessos’ em que estamos interessados (doravante cha-
mado k) é o numero de “espacos’ onde colocar os objetos (um objeto
por espaco), 0 numero de resultados iguais sera:

'
C.. v
5 Kx(n—K)!

Para o caso acima, em que hatrés ensaios (n =3):

: !
@ para dois sucessos (k =2) C,, = 3 3 (0 mesmo re-
7 2Ix(3-2)!
sultado obtido por enumeracéo);
& paraumsucesso (k =1) C, , = 3 3 (0 mesmo resulta-
T Ik = 1)!

do obtido por enumeracéo).

O procedimento acima poderia ser feito para quaisquer valores
den ek (desde que n = k), permitindo obter umaexpressao geral para
calcular a probabilidade associada a um resultado qual quer.

A probabilidade de uma variavel aeatéria discreta X, nUmero
de sucessos em n ensaios, com distribui¢éo binomial de parametros n
ep, assumir um certo valor k (0< k < n) ser&

- K (] — o) o
P(X=k)=C,, xp x(1-p) ,OndeCn,k—k!X(n_k)!
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E importante lembrar que a probabilidade de ocorrer k sucessos
€ igua a probabilidade de ocorrer n — k fracassos, e que todos 0s
axiomas e propriedades de probabilidade continuam validos.

Neste segundo exemplo, admitamos gque a probabilidade de que
uma companhia ndo entregue seus produtos no prazo € igual a 18%.
Quais sdo as probabilidades de que, em trés entregas, uma, duas ou
todas as trés entregas sejam feitas no prazo? Calcular também valor
esperado, variancia e desvio-padrdo do nimero de entregas no prazo.

Para cadaentrega (“ensaio”), ha apenas dois resultados: no pra-
z0o ou ndo. H& um numero limitado de realizagdes, n = 3. Definindo
“sucesso” como no prazo, e supondo as operacgoes independentes, a
variavel aleatdria X, nimero de entregas no prazo em trés tera distri-
buicdo binomial com parametros

n=3ep=0,82(el-p=0,18).

Entao:
|
P(X=0)=C,,x0,82°x(0,18)' = _ 0,82° x(0,18)* = 0,006
’ 0!x(3 —0)!
|
P(X=1)=C,, x0.82' x(0,18)> = S 0,82' x (0,18)* = 0,080
’ Ix(3 -1)!
|
P(X=2)=C,,x0,82*x(0,18)" = 3 0,82 x(0,18)' =0,363
’ 21x(3-2)!
|
P(X=3)=C,,x082°x(0,18)" = _ 3 0,82° x(0,18)° = 0,551
’ 31x(3 = 3)!

Somando todas as probabilidades, o resultado éigual al,como Lembre-se que asoma
teriaque ser. O valor esperado, variancia e o desvio-padr&o seréo: das probabilidades de
todos os eventos que

compdem o espaco
amostral éigual a 1.
o(X) =/ V(X) = /0,4428 = 0,665 entregas Eque0 =1, eum
numero diferente de 0
elevado a zero éigual
al.

®

E(X) =nx p=3x0,82 = 2,46 entregas
V(X)=nxpx(1-p)=3x0,82x 0,18 = 0,4428 entrgas?.

A média é quase igual ao nimero de operacdes, devido a alta
probabilidade de sucesso.

Estudos anteriores mostraram que ha 73% de chance de consu-
midores do sexo feminino apresentarem umareacao positivaaanincios
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publicitarios com criangas. Uma agéncia esta conduzindo um estudo,
apresentando um novo anuncio para cinco consumidoras. Vamos ver
nesse Exemplo 3 qual € a probabilidade de que pelo menos trés das
cinco consumidoras apresentem reagdo positiva? Calcular também o
valor esperado, avariancia e o desvio-padréo do nimero de consumi-
doras que apresentam reacao positiva.

Para cada consumidora (“ensaio”), ha apenas dois resultados:
reacdo positiva ou ndo. Haum numero limitado de realizagdes, n = 5.
Definindo “sucesso” como reagdo positiva, e supondo as consumido-
ras “independentes’, avariavel aleatoria X, numero de consumidoras
com reacao positiva em cinco que assistiram ao novo anuncio tera
distribuic¢éo binomial com parametros

n=5ep=0,73(el-p=0,27).

O evento de interesse € a recuperacao de pelo menos trés ratos
(3oumais): P(X 2 3).

P(X > 3) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5)

E preciso calcular astrés probabilidades acima e somé-las, ent&o:

|
P(X =3)=C,, x 0,73 x (0.27) = ——— x0,73° x (0,27)" = 0,284
’ 3(5—3)!
|
P(X = 4)=C,, x 0,73 x (027) =—— 0,73 x (0,27)' = 0,383
’ A(5 — 4)!
|
P(X =5) = Cp. x 0,73° x (0,27)" = ——— % 0,73° x(0,27)" = 0,207
: 5i(5— 5)!

P(X > 3) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) = 0284 + 0,383 + 0,207 = 0,874

A probabilidade de que pelo menos trés das cinco consumidoras
apresentem reacdo positiva éigual a 0,874 (87,4%).
Ha duas outras formas de chegar ao mesmo resultado:
@ através do complementar:
P(X23)=1-P(X<3)=1-[P(X=0) + P(X=1) + P(X=2)];

® mudando a definicdo de sucesso, de reacdo positivaparare-
acao negativa (p = 0,27), se pelo menos trés consumidoras



apresentam reagao positiva, entdo, no maximo duas apresen-
tam reacdo negativa.

Mas se o espaco amostral fosse infinito numeravel? Teria-
mos que usar o modelo de Poisson. Vocé conhece este
modelo? Sabe como tirar proveito de suas facilidades? Va-
mos estudar juntos para aprender ou para relembrar!

Modelo de Poisson

Vamos supor um experimento binomial, com apenas dois resul-
tados possiveis, mas com a seguinte caracteristica: apesar de a proba-
bilidade p ser constante, o valor de n teoricamente € infinito.

Nasituacéo acima, 0 modelo binomial ndo podera ser utilizado.
Nestes casos, deve ser utilizado o modelo de Poisson.

Como seria a solucéo para o caso acima?

Como n é“infinito”, deve-se fazer aanalise das ocorréncias em
um periodo continuo (de tempo, de espaco, entre outros) subdividido
em um certo nimero de subinterval os (nUmero tal que aprobabilidade
de existir mais de umaocorrénciaem uma subdiviséo é desprezivel, e
supondo ainda que as ocorréncias em subdivisdes diferentes sdo inde-
pendentes); novamente, € preciso trabalhar com uma quantidade cons-
tante, que serd chamada de m também:

m=AXxt

onde A € umataxa de ocorréncia do evento em um periodo
continuo (igual ou diferente do periodo sob andlise), et &
justamente o periodo continuo sob andalise.

Médulo 4

Apesar do simbolo t, o

Como obter ataxaA? Haduas opgdes. redizar um nimero suficiente
detestes de laboratério paraobter ataxade ocorrénciado evento apar-
tir dos resultados, ou observar dados histéricos e calcular ataxa.

Se umavariavel aleatériadiscreta X, nimero de ocorréncias de
um evento, segue a distribuicéo de Poisson, a probabilidade de X as-
sumir um valor k sera:

periodo continuo ndo
€ necessariamente um
interval o de tempo.

&
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e
188

—-m k

c Xm
P(X=k) =——"—

Onde e éumaconstante: ez 2,71. Em=nxpoum=AX t.

Uma particularidade interessante da distribui¢do de Poisson é
gue o valor esperado e avariancia de umavariavel aleatéria que siga
tal distribuicéo serdo iguais:

E(XX)=m=2AXxt
V(X)=m=Axt

O model o de Poisson € muito utilizado paramodel ar fendbmenos
envolvendo filas: filas de banco, filas de mensagens em um servidor,
filas de automdveis em um cruzamento.

Vejamos neste Exempl o 4 os experimentos e fendmenos que se-
guem adistribuicdo de Poisson.

a) Numero mensal de acidentes de tréfego em um cruzamento.
Observe que é umavariavel aleatoriadiscreta, pode assumir
apenas valores inteiros (0, 1, 2, 3,...). Cada realizagdo do
“experimento” (acidente) pode ter apenas dois resultados:
ocorre 0 acidente ou ndo ocorre o acidente. Mas 0 nimero
maximo de realizacles € desconhecido! Assim, a distribui-
cao binomial n&o pode ser usada, e a analise do numero de
acidentes precisa ser feitaem um periodo continuo (no caso,
periodo de tempo, um més), exigindo o uso da distribuicéo
de Poisson.

b) NUmero de itens defeituosos produzidos por horaem uma
industria.

Novamente, umavariavel aleatoriadiscreta (valoresinteiros:
0,1, 2, 3, ...). Cada realizacdo sO pode ter dois resultados
possiveis (peca sem defeito ou peca defeituosa). Se 0 nime-
ro méximo de realizagfes for conhecido, provavelmente a
probabilidade de uma peca ser defeituosa sera reduzida, e
apesar de ser possivel autilizacdo dadistribui¢do binomial, o
uso da distribuic&o de Poisson obtera resultados muitos pro-
Ximos. Se 0 numero maximo de realizacdes for desconheci-
do, adistribuic¢&o binomial ndo pode ser usada, e aandlise do
numero de acidentes precisa ser feita em um periodo conti-



nuo (no caso, periodo de tempo, uma hora), exigindo o uso
dadistribuicao de Poisson.

c) Desintegracdo dos nuicleos de substancias radioativas: con-
tagem do numero de pulsacdes radioativas a intervalos de
tempo fixos.

Situacdo semel hante a dos acidentes em um cruzamento, sO
que o “grau de aleatoriedade” deste experimento € muito
maior. O nimero maximo de pul sacdes também é desconhe-
cido, obrigando arealizar aandlise em um periodo continuo,
utilizando a distribuic¢ao de Poisson.

Neste Exemplo 5, umatel efonista recebe cerca de 0,20 chama-
das por minuto (valor obtido de medi¢bes anteriores).

a) Qual é a probabilidade de receber exatamente cinco cha-
madas nos primeiros dez minutos?

b) Qual é a probabilidade de receber até duas chamadas nos
primeiros 12 minutos?

¢) Qual é o desvio-padrdo do numero de chamadas em meia
hora?

Ha interesse no nimero de chamadas ocorridas em um periodo
continuo (de tempo no caso). Para cada “ensaio”, ha apenas dois re-
sultados possiveis: a chamada ocorre ou ndo. Observe que ndo ha um
limite para 0 nUmero de chamadas no periodo (sabe-se apenas que o
numero minimo pode ser 0): por esse motivo, autilizagdo dabinomial
e inviavel. Contudo, ha uma taxa de ocorréncia (A = 0,20 chamadas/
minuto), e isso permite utilizar a distribuic¢éo de Poisson.

a) Neste caso, 0 periodo t seraigual a 10 minutos (t = 10
min.), P(X = 5)?

m=AXxt=0,20 x 10 = 2 chamadas

—m % k e—2 % 25

P(X:k):%:P(X:g:

=0,0361

Entdo, aprobabilidade de que atel efonista receba exatamen-
te cinco chamadas em dez minutos éigual a0,0361 (3,61%).

Médulo 4
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b) Neste caso, 0 periodo t seraigual a 12 minutos (t = 12
minutos). O evento de interesse € até duas chamadas em 12
minutos (X < 2).

m=AXxt=0,20 x 12 = 2,4 chamadas
PX<2)=PX=0)+P(X =1 +P(X =2

-2,4 0
P(X =0)= e x24 0,0907
2.4 1
P(X=1)= € %24 0,2177
2.4 2
P(X=2)= e x24 0.2613

P(X <2) =P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 0,0907 + 0,2177
+ 0,2613 = 0,5697

Entdo, a probabilidade de que a telefonista receba até duas
chamadas em 12 minutos € igual a 0,5697 (56,97%).

c) Neste caso, o periodo t seraigual a 30 minutos (t = 30
minutos). Primeiro, calcula-seavariancia:

V(X)=m=Axt=0,2x 30 =6 chamadas?

O desvio-padrdo € araiz quadrada positiva da variancia:
o(X)=yV(X) = J6 = 2,45 chamadas
Héa varios outros modelos para variaveis aleatorias discretas:

hipergeométrico, geométrico, binomial negativo.

Na préxima se¢ao, vamos ver os principais modelos de
varidveis aleatdrias continuas.



Modelos para varidveis aleatdrias continuas

Nesta secao, estudaremos os modelos uniforme, normal, t
e qui-quadrado.

Modelo uniforme

Quando o espaco amostral associado a um experimento al eato-
rio éinfinito, torna-se necessario o uso de umavariavel aleatériacon-
tinua para associar numeros reais aos resultados. Os modelos
probabilisticos vistos anteriormente ndo podem ser empregados. a pro-
babilidade de que umavariavel aleatéria continua assuma exatamente
um determinado valor € zero.

Para entender melhor a declaragao acima, vamos relembrar
a definicao cldssica de probabilidade: a probabilidade de
ocorréncia de um evento serd igual ao quociente entre o
numero de resultados associados ao evento pelo numero
total de resultados possiveis. Ora, se o ntimero total de
resultados é infinito ou tende ao infinito, para ser mais
exato, a probabilidade de ocorréncia de um valor especifi-
co é igual a zero. Por esse motivo, quando se lida com
varidveis aleatdrias continuas, calcula-se a probabilidade de
ocorréncia de eventos formados por intervalos de valores,
através de uma fungao densidade de probabilidades (ver
Unidade 6). Uma outra conseqiiéncia disso é que os sim-
bolos > e > (< e < também) sio equivalentes para varia-
veis aleatdrias continuas.

O modelo mais simples para variaveis aeatorias continuas é o
uniforme.

Sgjaumavariavel aeatdriacontinuaqualquer X que possaassumir
valoresentre A e B. Todos os valores entre A e B tém a mesma probabi-
lidade de ocorrer, resultando no grafico apresentado na Figura 50:

Médulo 4
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1/(h-a)

C d

Figura 50: Modelo uniforme
Fonte: elaborada pelo autor

Para que a &reaentre ae b sgjaigual a 1, o valor da ordenada
precisaser igual al/(b —a), constante, portanto, paratodo o intervalo.
A area escura representa a probabilidade de avariavel X assumir va-
lores no intervalo ¢ — d. Trata-se do modelo uniforme.

Dois intervalos de valores da variavel aleatéria continua, que
tenham o mesmo tamanho, tém amesma probabilidade de ocorrer (des-
de que dentro dafaixa de valores para os quais a funcéo de densidade
de probabilidades n&o é nula). Formalmente, uma variavel aleatoria
continua X tem distribuic¢éo uniforme, com parametrosa eb reais (sen-
do a menor do que b), se sua fungdo densidade de probabilidades for
tal como a da Figuras 50.

A probabilidade de que a variavel assuma valores entre c e d
(sendo a< c<d<b) éaareacompreendidaentrec ed:

P(c<X<d)=(d-c)x

(b-a)

Seu valor esperado e a variancia sdo:

EX) =

_ 2
a+b V(X) = (b-a)
2 12
Intuitivamente, podemos supor gue muitas variaveis aleatorias
continuas terdo um comportamento diferente do caso acima: em algu-
mas delas, havera maior probabilidade de ocorréncias de val ores pro-



ximos ao limite inferior ou superior: paracada caso, devera ser ajusta-
do um model o probabilistico continuo adequado.

O modelo uniforme € bastante usado para gerar nimeros pseudo-
al eat6rios em processos de amostragem probabilistica.

Neste Exemplo 6, a temperatura T de destilacdo do petroleo é
crucial para determinar a qualidade final do produto. Suponha que T
sejaconsideradaumavariavel aleatoriacontinuacom distribui¢édo uni-

Médulo 4

Adaptado de

forme de 150 a300° C, e que o custo paraproduzir um galdo de petré-
leo seja de 50 u.m. Se 0 6leo é destilado amenos de 200° C, o galdo é
vendido a 75 u.m. Se atemperaturafor superior a200° C, o produto é
vendido a 100 u.m.

a) Fazer o gréfico dafuncéo densidade de probabilidade de T.
b) Qual é o lucro médio esperado por galdo?

a) Os parametros a e b definem completamente uma distri-
buic&o uniforme; parafazer o gréfico, basta encontré-1os no
enunciado acima. Identifica-se que o limite inferior, a, vale
150° C, e o superior, b, vale 300° C, resultando no grafico a
seqguir:

Y

£
1/(150)

>

150 300 &

Figura 51: Temperatura de destilagdo do petroleo
Fonte: elaborada pelo autor

b) A variavel aleatoriadeinteresse, lucro, é discreta, somen-
te pode assumir doisvalores: 25 u.m. (caso o 6leo sejadesti-
lado a menos de 200° C, posto que o galdo custa 50 u.m.
para ser produzido e sera vendido a 75 u.m. nestas condi-
¢des), ou 50 u.m. (caso o 6leo sgjadestilado amais de 200° C,
posto que o galdo custa 50 u.m. para ser produzido e sera
vendido a 100 u.m.). Sendo assim, seus valores possiveis
serdo: { 25, 50}, sendo os resultados mutuamente exclusivos.

BUSSAB, W. O;;
MORETTIN, P. A.
Estatistica Basica.

4. ed. Séo Paulo:

Atual, 1987.

®
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L embrando das defini¢des de distribuicdes de probabilidades, e
de valor esperado e varianciaparavariaveis al eatorias discretas (Uni-
dade 6), paraobter o lucro médio (valor esperado davariavel lucro), é
preciso obter as probabilidades de ocorréncia dos seus dois valores
(25 e 50). Relacionando com os valores de T:

P(Lucro =25) = P(T £200) P(Lucro=25) =P(T > 200)

Osvalores das probabilidades acima correspondem as areas abai-
x0 dacurvadafuncao densidade de probabilidades para cadainterva-
lo, calculando as éreas:

1 50

(300 —150) 150
1100
(300—150) 150

P(T < 200) = (200 —150)

P(T >200) = (300 —200) x

Entdo, a distribui¢do de probabilidades da variavel lucro serd

(Quadro 22):
25 50/150
50 100/150
Total 1,0

Quadro 22: Distribuicdo de probabilidades da variavel lucro
Fonte: elaborado pelo autor

Calculando o valor esperado:

E(Lucro) = Y Lucro, xP(Lucro)  E(Lucro) =25 x % +50x % —41,67u.m.

O lucro médio é de 41,67 u.m. Repare que a variavel lucro ndo
pode assumir este valor, o que significa que o valor esperado (a mé-
dia) ndo é o valor mais provavel. Neste problema, o valor mais prova-
vel, amoda (ver Unidade 4), vale 50 u.m., poistem amaior probabili-
dade de ocorréncia (66,67%).



Agora, vamos passar ao modelo mais importante para vari-
dveis aleatdrias continuas.

Modelo normal

Ha casos em que ha maior probabilidade de ocorrénciade valo-
res situados em interval os centrais da func¢éo densidade de probabili-
dades da variavel aleatéria continua, e esta probabilidade diminui a
medida que os valores se afastam deste centro (para valores menores
ou maiores). O model o probabilistico continuo mais adequado talvez
seja 0 modelo normal ou gaussiano.

Médulo 4

O matematico alemao

Isso € especialmente encontrado em variaveis biométricas, re-
sultantes de medidas corporeas em seres vivos.

O modelo normal é extremamente adequado para medidas nu-
meéricas em geral, descrevendo véarios fenbmenos e permitindo fazer
aproximagdes de model os discretos. E extremamente importante tam-
bém para a Estatistica Indutiva (mais detalhes na proxima Unidade).
O gréfico dadistribuicdo de probabilidades de umavariavel aleatoria
continua que sigao modelo normal (distribui¢do normal) serdcomo a
Figura52:

e I T

Figura 52: Distribui¢do normal
Fonte: elaborada pelo autor

Gauss utilizou ampla-
mente este modelo no
tratamento de erros
experimentais, embora
néo tenha sido o seu
“descobridor”.
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E comum a utilizagio
deletras do alfabeto
grego pararepresentar

Caracteristicas do modelo normal O:

@ acurvaapresentaformade sino, hAmaior probabilidade de a
variavel assumir valores proximos do centro;

@ osvaloresde média (1) ede mediana(Md) sdoiguais, signi-
ficando que a curva é simétricaem relacdo amédia;

@ teoricamente, a curva prolonga-se de — o< a+ « (menosinfi-
nito amaisinfinito), entdo areatotal sobacurvaéigual al
(100%y);

@ qualquer distribui¢do normal é perfeitamente especificada por
seus parametros média (1) e variancia (62) => X: N (4, 6?)

algumas medidas. Nao
Se esguega que o
desvio-padrdo () éa
raiz quadrada positiva
davariancia.

Gauss e todas as
outras pessoas que
usavam adistribuicéo
normal paracalcular
probabilidades até

significaque avariavel X tem distribuicdo normal com mé-
diap evarianciac?

@ a area escura na Figura 3 é a probabilidade de uma variavel
que siga a distribuicdo normal assumir valores entre a e b:
estadreaé calculadaatravés daintegral dafuncdo normal de
aab;

@ cadacombinacéo (U , 62) resultaem umadistribuic¢do normal
diferente; portanto, haumafamiliainfinitade distribuicdes; e

@ afuncéo normal citadaacimatem aseguinte (e aterradora...)
formula para sua fungdo densidade de probabilidade:

| {H”U
V2X X G

Saiba que ndo existe solucdo analitica para uma integral da ex-
pressao acima: qualquer integral precisaser resolvida usando métodos
numéricos de integracdo, que sdo extremamente trabal hosos quando
implementados manualmente (somente viaveis se séo usados meios

—0 <X <+00

f(x)=

computacionais). De Moivre, Laplace e Gauss desenvolveram seus

recentemente resol vi-
am as integrais usando
métodos numéricos
manual mente.

®

trabal hos entre a metade do século XV 111 einicio do século X1X, e 0os
computadores comegaram a se popularizar apartir dadécada de 60 do
século XX.



Porém, todas as distribuicdes normais apresentam algumas ca-
racteristicas em comum, independentemente de seus val ores de média
edevariancia

® 68% dos dados estdo situados entre a média menos um des-
vio-padrdo (1 —c6) eamédiamais um desvio-padrdo (U + 6);

® 95,5% dos dados estdo situados entre a média menos dois
desvios-padréo (1 — 26) e ameédiamais dois desvios-padréo
(L +20); e

® 99,7% dos dados estdo situados entre amédiamenos trés desvi-
0s-padréo (1 —30) eamédiamaistrés desvios-padréo (U1 + 30).

68%

95,5%

99.7% \‘\
[

_ o0 P30 p-20 p-o " pro p+2g H130

+ co

Figura 53: Percentuais de dados e nimero de desvios-padréo
Fonte: elaborada pelo autor

Por causa dessas caracteristicas, alguém teve aidéiade criar um
modelo normal-padréo: uma variavel Z com distribuicdo normal de
médiaigual azero edesvio-padréoigual al[Z: N ~(, 1)]. Asprobabi-
lidades foram calculadas para esta distribuicdo-padréo e registradas
em uma tabela. Através de uma transformacgao de varidveis chamada
padronizacdo, é possivel converter os valores de qual quer distribuicdo
normal em valores da distribui¢&o normal-padréo e assim obter suas
probabilidades — calcular 0 nimero de desvios-padréo, a contar da
média, aque estAum valor davariavel, através da seguinte expressao:

z=2"HK
(¢}

Médulo 4
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Z —numero de desvios-padrdo a partir damédia;
X —valor deinteresse;

K —meédia da distribui¢do normal deinteresse;

¢ — desvio-padréo da distribuig¢do normal.

Z éum valor relativo: serd negativo para valores de X menores
do que a média e sera positivo para valores de x maiores do que a
meédia. Pela transformacédo, uma distribuicdo normal qualquer
X: N (1, 0?) passa a ser equivalente a distribui¢gdo normal-padr&o
Z:N™(, 1), umvalor deinteresse x pode ser convertido em um valor z.

As probabilidades de umavariavel com distribuic¢éo normal po-
dem ser representadas por areas sob a curva da distribuicdo normal-
padrdo. No AVEA, apresentamos uma tabela que relaciona valores
positivos de z com &reas sob a cauda superior da curva. Os valores de
z s80 apresentados com duas decimais. A primeiradecimal ficanacoluna
daesquerda, easegundadecimal, nalinhado topo databela. A Figura54
mostra como podemos usar essa Tabela para encontrar, por exemplo, a
area sob a cauda superior dacurva, dém dez =0,21.

segunda decimal de z

z [000 [ 001 [ 002 | .. | 009 |

0.0 '

0.1 0,4168
02——>| 04168 (pela

tabela)

(area na cauda supetrior )

0 o021

Figura 54: llustracdo do uso da tabela da distribuicdo normal-padréo
(Tabela 111 do apéndice) para encontrar a area na cauda superior relativa

ao valor de z = 0,21
Fonte: Barbetta, Reis, Bornia (2004)

No Exemplo 7, suponhaumavariavel aleatoriaX com média50
e desvio-padrdo 10. Hainteresse em cal cular aprobabilidade do even-
to X > 55.

Primeiro, calculamos o valor de Z correspondente a 55.
Z=(55-50)/10=+0,5.

Pelas Figuras 55 e 56, se pode ver a correspondéncia entre as
duas distribuicoes:



20 30 40 508560 70 80 %

Figura 55: Distribui¢cdo normal N(50,102)
Fonte: elaborada pelo autor

/

i
]

5
1

|
3 2 -1

' +05 +1 2 +3 d

Figura 56: Distribuicdo normal-padréo
Fonte: elaborada pelo autor

O evento P (X>55) € equivalente ao evento P (Z> 0,5). Este
valor pode ser obtido na tabela da distribui¢do normal-padréo (ver
Ambiente Virtual). Os valores de Z s&o apresentados com duas deci-
mais: 0 primeiro, na coluna da extrema esquerda, e 0 segundo, nali-
nha do topo da tabela. Observe, pelas figuras que estdo no alto da
tabela, que as probabilidades séo para eventos do tipo das figuras aci-
ma [P(Z> z1)]. Assim, poderiamos procurar a probabilidade do even-
to (Z > 0,5): fazendo o cruzamento do valor 0,5 (na coluna) com o
valor 0,00 (nalinha do topo), encontramos o valor 0,3085 (30,85%).
Portanto, P(X>55) éigual a0,3085. Observe acoerénciaentre o valor
encontrado e as areas nas figuras: a éarea € menor do que a metade das
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figuras (metade das figuras significaria 50%), e a probabilidade en-
contrada vale 30,85%.

Neste oitavo exemplo, supondo a mesma variavel aleatéria X
com média 50 e desvio-padrdo 10. Agora, ha interesse em calcular a
probabilidade de que X seja menor do que 40.

Primeiro, precisamos calcular o valor de Z correspondente a40.
Z = (40 - 50)/ 10 = -1,00.

Pelas Figuras 57 e 58, podemos ver a correspondéncia entre as
duas distribuigoes:

20 30 4 50 60 70 80 =

Figura 57: Distribuicdo normal N(50,102)
Fonte: elaborada pelo autor

-3 -2 -1I.(').+1..|+3 IZ

Figura 58: Distribuicdo normal-padréo
Fonte: elaborada pelo autor



O evento P (X<40) é equivalente ao evento P (Z < —1,00). Re-
pare, porém, que queremos encontrar P (Z < —1,00), e a tabela nos
apresentavalores apenas paraP (Z > 1,00). Contudo, se rebatermos as
figuras dadistribuicdo normal paraadireita, teremos o seguinte resul-
tado (Figura59):

i
iy 8 5 g3 @y
3 ) A 0 +1 +2 43 z

Figura 59: Distribuicdo normal-padréo
Fonte: elaborada pelo autor

Ou sgja, a&rea P(Z < -1) = P(Z > 1). Esta probabilidade, n6s
podemos encontrar diretamente pelatabela, fazendo o cruzamento do
valor 1,0 (nacoluna) com o valor 0,00 (nalinhado topo) encontramos
ovalor 0,1587 (15,87%). Portanto, P(X<40) = P(Z<-1) = P(Z>1), que
éigual a0,1587.

No nono exemplo, supondo a mesma variavel aleatéria X com
média 50 e desvio-padrdo 10. Agora, hainteresse em calcular aproba-
bilidade de que X segjamaior do que 35.

Primeiro, precisamos calcular o valor de Z correspondente a 35.
Z = (35-50)/ 10 = -1,50.

Pelas Figuras 60 e 61, se pode ver a correspondéncia entre as
duas distribuicdes:
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20 30 3540 50 60 70 80 X

Figura 60: Distribuicdo Normal N(50,102)
Fonte: elaborada pelo autor

/

|
W
: |

3 2

1 0 +1  +2  +3 7

45"

Figura 61: Distribuicdo normal-padréo
Fonte: elaborada pelo autor

N&o podemos obter a probabilidade P(Z > —1,50) diretamente,
pois a tabela do Ambiente Virtual apresenta apenas resultados para
valores positivos de Z. Sabemos que a probabilidade total vale 1,0,
podemos, entéo, considerar que P(Z >-1,50) =1 - P(Z <-1,50). Usan-
do o raciocinio descrito no Exemplo 8 (rebatendo as figuras para a
direita), vamos obter: P(Z < —1,50) = P(Z > 1,50). Esta ultima proba-
bilidade pode ser facilmente encontrada na tabel a da distribuicdo nor-
mal-padréo: P(Z > 1,50) = P(Z < -1,50) = 0,0668. Basta substituir na
expressdo: P(Z > -1,50) = 1 - P(Z < -1,50) = 1 — 0,0668 = 0,9332
(93,32%). Observe novamente a coeréncia entre as areas das figuras
acimae o valor da probabilidade: a area nas figuras compreende mais



do que 50% da probabilidade total, aproximando-se do extremo infe-
rior dadistribuicéo, perto de 100%, e a probabilidade encontradareal -
mente € proxima de 100%.

No Exemplo 10, supondo a mesma variavel aleatéria X com
média 50 e desvio-padrdo 10. Agora, hainteresse em calcular aproba-
bilidade de que X assuma valores entre 48 e 56.

Calcular P (48 < X < 56). Vejaa Figura 62 abaixo:

/
A

20 30 40 4850 56 70 80 =

Figura 62: Distribuicdo normal N(50, 10?)
Fonte: elaborada pelo autor

Novamente, precisamos calcular os valores de Z corresponden-
tesa 48 e a 56.

Z, = (48-50)/ 10 = - 0,20 Z,= (56 —50)/ 10 = 0,60

Entdo: P (48 < X <56) =P (-0,20 < Z < 0,60)
Repare que a érea entre 48 e 56 € igual a &rea de 48 até +«
MENOS a érea de 56 até +o«:

P(48 < X < 56) = P(X > 48) — P(X > 56) = P(= 0,20< Z <0,60) =
P(Z > - 0,20) — P(Z > 0,60)

E os valores acima podem ser obtidos natabela da distribuicéo
normal-padréo:

P(Z > 0,60) = 0,2743

P(Z > -0,20) = 1- P(Z > 0,20) = 1- 0,4207 = 0,5793

P(48 < X < 56)= P(~ 0,20< Z <0,60) = P(Z > — 0,20) — P(Z > 0,60)
= 0,5793 — 0,2743 = 0,3050

Médulo 4
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Entdo, a probabilidade de avariavel X assumir valores entre 48
e 56 éigual a 0,305 (30,5%).

A distribuic&o normal também pode ser utilizada paraencontrar
valores davariavel deinteresse correspondentes a uma probabilidade
fixada.

No Exemplo 11, supondo a mesma varidvel aleatéria X com
média 50 e desvio-padrdo 10. Encontre os valores de X, situados a
mesma distancia abaixo e acima da média, que contém 95% dos val o-
resdavariével.

Como a distribuicdo normal € simétrica em relacdo a média, e
como neste problema os valores de interesse estao situados a mesma
distanciadamédia, “sobram” 5% dos valores, 2,5% na caudainferior
e 2,5% na superior, como na Figura 63:

Figura 63: Digtribuicdo norma N (50, 10°)
Fonte: elaborada pelo autor

E preciso encontrar os valores de Z (na tabela da distribuicéo
normal-padré&o) correspondentes as probabilidades dafiguraacima, e
apartir dai obter os valores de x, e x,. Passando para a distribuicéo
normal-padrdo x,, correspondera a um valor z,, e X, a um valor z,,
como na Figura 64:



Figura 64: Distribuicéo normal-padréo
Fonte: elaborada pelo autor

Repare que amédiadadistribui¢édo normal-padrdo éigual azero,
fazendo com que z, e z, sgjam iguais em modulo. Podemos encontrar
z,,jaqueP(Z > z,) = 0,025

E necessario encontrar o valor da probabilidade natabeladadis-
tribui¢do normal -padréo (ou o valor mais proximo) e obter o valor de
Z associado.

Para o caso de z,, a0 procurar pela probabilidade 0,025, encon-
tramos o valor exato 0,025, e, por conseguinte, o valor de z,, que €
igual a1,96: P (Z > 1,96) = 0,025.

Como z, =-z,, encontramos facilmente o valor de z1: z, = -1,96.
P (Z <-1,96) = 0,025.

Observe que os valores sdo iguais em modulo, mas
corresponderdo a valores diferentes da variavel X. A expressdo usada
para obter o valor de Z, em funcdo do valor da variavel X, pode ser
usada para o inverso:

= Xx=pu+7Zxc

E assim obteremos os valores de X, € X,, que correspondem a z,

Médulo 4

E muito importante

ez,, respectivamente:

X, =W+ (z,x0o =50+ [(-1,96) x 10] = 30,4
X,= M+ (z,x6 =50+ (1,96 x 10) = 69,6

gue se preste atencao
no sinal do valor de z
ao obter o valor de x.

©
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GLOSSARIO
*Modelo binomia —
m o d el o
probabilistico para
variaveis aleatorias
discretas que des-
creve 0 numero de
SUCESS0S em n expe-
rimentos indepen-
dentes (sendo n
finito e conhecido).
Os experimentos
podem ter apenas
doisresultados pos-
siveis, e a probabi-
lidade de sucesso
permanece constan-
te durante os n ex-
perimentos. Fonte:
Barbetta, Reis e
Bornia (2004) e
Lopes (1999).

Para os que pensam

Observe que os resultados obtidos sdo coerentes: 30,4 esté abai-
X0 da média (1,96 desvios-padrédo), e 69,6, acima (também 1,96 des-
vios-padréo). O intervalo definido por estes dois val ores compreende
95% dos resultados da variavel X.

Todo este trabalho poderia ter sido poupado, se houvesse um
programacomputacional que fizesse esses cal culos. Havarios softwares
disponiveis no mercado, alguns deles de dominio publico, que calcu-
lam as probabilidades associadas a determinados eventos, como tam-
bém os val ores associados a determinadas probabilidades.

Uma das caracteristicas mais importantes do modelo normal éa
sua capacidade de aproximar outros modelos, permitindo muitas ve-
zes simplificar os célculos de probabilidade. Na proxima secéo, va-
mos ver como 0 modelo normal pode ser usado para aproximar o
binomial*.

Modelo normal como aproximag¢ao do binomial

O modelo binomial (discreto) pode ser aproximado pelo modelo
normal (continuo) se certas condicdes forem satisfeitas:

@ quando o valor de n (nimero de ensaios) for tal que os célcu-
los binomiais sejam trabalhosos demaiss;

gue o advento dos
computadores elimi-
nou este problema, um
alertac emalguns
casos, 0S numeros
envolvidos séo téo
grandes que sobrepu-
jam suas capacidades.

@® guando o produto n x p (o valor esperado do modelo binomial)
e 0 produto n x (1 —p) forem ambos maiores ou iguais a 5.

Seisso ocorrer, umabinomial de parémetrosn e p pode ser apro-
Ximada por umanormal com:

média = =n x p (valor esperado do modelo binomial)

variancia = 62 = n x p x (1- p) (variancia do modelo
binomial)

Usando o modelo normal (continuo) para aproximar o binomial
(discreto), é necesséario fazer uma correcéo de continuidade: associar
um intervalo ao valor discreto, para que o valor da probabilidade cal-
culada pelo modelo continuo sejamensuravel. Esteintervalo deve ser
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centrado no valor discreto e ter umaamplitudeigual adiferencaentre
doisvalores consecutivos davariavel discreta: se, por exemplo, adife-
rencafor igual al (avaridvel somente pode assumir valoresinteiros),
o intervalo deve ter amplitude igual a 1, 0,5 abaixo do valor e 0,5
acima. Esta correcdo de continuidade precisa ser feita para ga-
rantir a coeréncia da aproximacao.

Sejaumavariavel aleatoria X com distribui¢do binomial.

1) Hainteresse em calcular aprobabilidade de X assumir um
valor k genérico, P(X = k); ao fazer aaproximac&o pelanor-

mal, ser& P(k —0,5< X <k +0,5).

Binomial: P{(X = k) Normal: Plk-0.5= X = k+H).5)

* k-05 k  k+05

Figura 65: Correcéo de continuidade da aproximacdo do modelo binomial

pelo normal — 1° caso
Fonte: elaborada pelo autor

2) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir
valores menores ou iguais aum valor k genérico, P(X < k);
ao fazer a aproximacgédo pela normal, ser& P(X < k + 0,5),
todo o intervalo referente ak seraincluido.

Binomial: P(X £ k) Normal: P{X = k+H).5)

k k-05 k  k+05

Figura 66: Corregdo de continuidade da aproximagéo do modelo binomia
pelo normal — 2° caso
Fonte: elaborada pelo autor

3) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir
valores maiores ou iguais aum valor k genérico, P(X > k);
ao fazer a aproximagdo pela normal, sera: P(X > k — 0,5),
todo o intervalo referente ak serdincluido.
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Binomial: PiX > k) Normal: P{X = k- 0.5)

k-05 Lk  k+05

Figura 67: Correcdo de continuidade da aproximagdo do modelo binomial

pelo norma — 3° caso
Fonte: elaborada pelo autor

4) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir
valores menores do que um valor k genérico, P(X < k); ao
fazer a aproximacéo pelanormal, sera: P(X <k —0,5), todo
o intervalo referente ak sera excluido.

Binomial: P{(X < k) Normal: P(X = k-0,5)

: +
o1 N k-05 k  k+05

Figura 68: Correcéo de continuidade da aproximacdo do modelo binomial

pelo normal — 4° caso
Fonte: elaborada pelo autor

5) Ha interesse em calcular a probabilidade de X assumir
valores maiores do que um valor k genérico, P(X > k); ao
fazer a aproximacgéo pelanormal, ser& P(X >k + 0,5), todo
o intervalo referente ak sera excluido.

Binomial: P(X > k) Normal: P(X =Lk +0,5)

k k+1 k-05 Lk  k+05

Figura 69: Corregéo de continuidade da aproximagéo do modelo binomia

pelo normal — 5° caso
Fonte: elaborada pelo autor

Um municipio tem 40.000 el eitores. Para uma pesquisa de opi-
nido eleitoral, umaamostraaleatériade 1.500 pessoas foi sel ecionada.



Vamos ver, nesse décimo segundo exemplo, qual é a probabilidade de
gue pelo menos 500 dos eleitores sejam menores de 25 anos se 35%
dos 40.000 sa&o menores do que 25 anos?

Este problema poderia ser resolvido usando o modelo binomial.
Hé& apenas dois resultados possiveis para cada eleitor: menor de 25
anos (“sucesso”) e maior ou igual a 25 anos (“fracasso”). Existe um
limite superior de realizagdes, no caso, 0s 1.500 eleitores daamostra, e
haindependénciaentre asretiradas, poisaamostrafoi retiradadeforma
aleatdria (e aamostra representa menos de 5% dos 40.000 el eitores).

Entdo: “sucesso” = menor de 25 anos
p=0,35 1-p=0,65 n = 1.500

A variavel aleatoriadiscreta X, nimero de eleitores menores de
25 anosem 1.500, teradistribui¢éo binomial com parametrosn = 1.500
ep=0,35.

O evento “pelo menos 500 menores de 25 anos’ seria definido
como 500 ou mais eleitores:

P (X = 500) = P(X = 500) + P(X = 501) + ...+ P(X = 1.500)

Hé cerca de 1.000 expressdes binomiais.
Vamos ver se é possivel aproximar pelo modelo normal.
O valor de n é grande:

nxp=1500x035=525>5en x (1—p) = 1.500 x 0,65 =975 > 5.

Como as condi¢fes foram satisfeitas, € possivel aproximar por
um modelo normal:

média=[] =n x p = 1.500 x 0,35 = 525

desvio-padrdo = [0 = Vnxpx(1-p) =/1500x0,35x0,65 = 18,47

Pelo modelo binomial: P (X > 500). Pelo modelo normal, ser&
P (X > 499,5).

P(X > 499,5) = P(Z > 2))
z, = (499,5 — 525)/18,47 = —1,38
P(Z >-1,38) = 1 — P(Z >1,38)
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Procurando natabela da distribui¢céo normal -padréo:

P(Z > 1,38) =0,0838

Ent&o:

P(X>500)=P(X >499,5) =P (Z>-1,38) =1—-P(Z >1,38) =
1-0,0838 = 0,9162.

A probabilidade de que pelo menos 500 dos el eitores da amos-
tra sejam menores de 25 anos é igual a0,9162 (91,62%).

Nas proximas duas secbOes, vamos ver modelos
probabilisticos derivados do modelo normal, usados pre-
dominantemente em processos de inferéncia estatistica.
Vamos introduzi-los agora para facilitar nosso trabalho quan-
do chegarmos as Unidades 9 e 10.

Modelo (distribuicao) t de Student

Haviaum matematico inglés, William Gosset, que traba havapara
aCervejaria Guiness, em Dublin, Irlanda, noinicio do século XX. Ele
atuava no controle da qualidade do cultivo de ingredientes paraafa-
bricagdo de cerveja.

Nessa época, alguns estatisticos usavam a distribui¢cdo normal
no estabel ecimento de interval os de confiangca paraamédiaapartir de
pequenas amostras (veremos isso na Unidade 8). Calculavam média
aritmética simples e varidnciadaamostra, e generalizavam os resulta-
dos através do modelo normal, como fizemos no Exemplo 11.

Gosset descobriu que 0 modelo normal ndo funcionava direito
para peguenas amostras e desenvol veu um novo model o probabilistico,
derivado do normal, introduzindo uma corregdo para levar em conta
justamente o tamanho de amostra. Ele aplicou suas descobertas em
seu trabalho e quis publicé-las, mas a Guiness apenas permitiu apos
ele adotar o pseuddnimo “ Student” . Por isso, 0 seu model o € conheci-
do como t de Student paran — 1 graus de liberdade.

O vaor n -1 (tamanho da amostra menos 1) € chamado de nu-
mero de grausdeliber dade daestatistica. Quando avarianciaamostral



€ calculada, supde-se que amédiaja sejaconhecida, assim apenas um
determinado nimero de elementos da amostra poderater seus valores
variando livremente; este numero seraigual an — 1, porque um dos
valores ndo podera variar livremente, pois tera que ter um valor tal,
gue a média permaneca a mesma calculada anteriormente. Assim, a
estatisticateran — 1 graus de liberdade.

Trata-se de uma distribuicdo de probabilidades que apresenta
meédiaigual azero (como a normal-padrédo), é simétricaem relacdo a
média, mas apresenta uma varianciaigual an/ (n - 2), ou sgja, seus
valores dependem do tamanho da amostra, apresentando maior
variancia para menores valores de amostra. Quanto maior o tamanho
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Esta é a correcéo
propriamente dita,
pois, a0 usar pequenas
amostras, o risco de
gue avariancia
amostral davariavel
sejadiferenteda
varianciapopulacional
€ maior, podendo levar
aintervalos de confi-
anca que néo

da amostra, mais a variancia de t aproxima-se de 1,00 (variancia da
normal-padréo). A distribuicdo t de Student esta na Figura 70 para

varios graus de liberdade:

{ com gi = = (normal padriio)
fcomgli=3
f comgli=1

Figura 70: Distribuicdo t de Student para varios graus de liberdade
Fonte: Barbetta, Reis, Bornia (2004)

Observe que, tal como adistribuicdo normal-padrédo, adistribui-
¢do t de Student é simétrica em relagdo a média (que € igual a zero).

A tabela da distribuicdo t de Student encontra-se no Ambiente
Virtual, paravarios graus de liberdade e val ores de probabilidade. Va-
mos ver um exemplo.

Neste décimo terceiro exemplo, imagine a situacdo do Exemplo
12, obter os valores de t simétricos em relacdo a média que contém
95% dos dados, supondo uma amostra de dez elementos.

correspondem a
realidade. A néo-
utilizacéo desta corre-
cao foi afonte de
Muitos erros no passa-
do e, infelizmente,
aindade alguns erros
no presente.

Para tamanhos de

amostramaiores do
gue 30, supde-se que a
varianciadet éigual a
1: por isso, a aproxi-
macao do item b.1.
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&

Temos que encontrar os valorest, et,, simétricos em relagdo a
média que definem o intervalo que contém 95% dos dados. Como
supomos uma amostra de dez elementos, a distribuicéo t de Student
tera 10— 1 = 9 graus de liberdade. Repare que amédiadadistribuicéo t
de Student éigual azero, fazendo comquet, et, sgjamiguaisem maodulo.
Podemos encontrar t,, jaque P(t > t,) = 0,025. VejaaFigura71.

Distritaigio f com gf =3 Area na cauda superior

o DS

o _| 226

0 fase ln————— 5= 2,262

Figura 71: Uso da tabela da distribuicdo t de Student. llustracdo com

gl = 9 e &ea na cauda superior de 2,5%
Fonte: Barbetta, Reis, Bornia (2004)

Vamos utilizar bastante adistribuic&o t de Student nas Unidades
9 e 10.

Modelo qui-quadrado

Trata-se de mais um modelo derivado da distribui¢do normal,
embora ndo vamos discutir como se da esta derivagdo aqui.

Na Unidade 3, estudamos como descrever os relacionamentos
entre duas variaveis qualitativas, geralmente expressos através de uma
tabela de contingéncias. No Exemplo 5 da Unidade 3, analisamos o
relacionamento entre modelo e opinido geral sobre os veiculos da
Toyord. Haviamos concluido que havia relacionamento, pois 0os mo-
delos mais baratos apresentavam maiores percentuai s de insatisfeitos
do que os mais caros.

Na Unidade 10, vamos aprender a calcular uma estatistica
que relacionard as freqgiiéncias observadas de cada cruza-
mento entre os valores de duas varidveis qualitativas,



expressas em uma tabela de contingéncias, com as freqiién-
cias esperadas desses mesmos cruzamentos, se as duas va-
ridveis ndo tivessem qualquer relacionamento entre si. Esta
estatistica € chamada de qui-quadrado, y2, e caso a hipodte-
se seja de que as varidveis nao se relacionam, ela seguird o
modelo qui-quadrado com um certo nimero de graus de
liberdade.

O numero de graus de liberdade dependera das condicdes da
tabela: para 0 caso que sera visto na Unidade 10, sera o produto do
numero de linhas da tabela— 1 pelo nimero de colunas da tabela— 1.
E umadistribui¢Zo assimétrica, sempre positiva, que tem valores dife-
rentes, dependendo do seu numero de graus de liberdade. Suamédiaé
igual a0 numero de graus de liberdade, e a variancia € igual a duas
vezes 0 numero de graus de liberdade.

Distribuigio ChiQuadrado para_— 2
varios graus de liberdade 5
0-5 _I T L] T T T L X T 5 X T T T J_u_
[ -T2
i 401
0.4 1
0.3 3
0.2 [ .
0.1 v .
: ! 1"' "' s :
MR s ]
ﬂ _, == I__p i e .-.-..-I._ — i ,_
o 20 40 60 g0
H
Figura 72: Modelo qui-quadrado com 2, 5, 10, 20 e 30 graus de liber-
dade

Fonte: adaptada pelo autor de Stagraphics®
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A Figura 72 mostraas curvas do model o (distribuicdo) qui-qua-
drado para 2, 5, 10, 20 e 30 graus de liberdade. Observe que a figura
€ assimétrica e como variade forma, dependendo do nimero de graus
de liberdade da estatistica.

A tabela da distribuicdo qui-quadrado encontra-se no Ambiente
Virtual de Ensino-Aprendizagem, para varios graus de liberdade e
valores de probabilidade. Vamos ver um exemplo.

Neste décimo quarto exempl o, imagine que queremos encontrar
o valor da estatistica qui-quadrado, paratrés graus de liberdade, dei-
xando uma érea na cauda superior de 5%.

O valor da estatistica qui-quadrado que define uma érea na cau-
da superior de 5% pode ser encontrado através da Tabela, cruzando a
linha de trés graus de liberdade com a coluna de area na cauda superior
igual a0,05. Vejaa Figuraaseguir:

Area na cauda superior

Figura 73: Uso da tabela da distribuicdo qui-quadrado. Ilustracdo com

gl = 3 e &ea na cauda superior de 5%
Fonte: adaptado pelo autor de Barbetta, Reis, Bornia (2004)

Com este tdépico, terminamos a Unidade 7. Na Unidade
8, vocé verd o importante conceito de distribuicao
amostral, que € indispensavel para o processo de genera-
lizagao (inferéncia) estatistica que serd estudado nas Uni-
dades 2 e 10.
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Saiba mais...

Sobre model os probabilisticos paravariaveis aleatorias discretas:
BARBETTA, P. A. Estatistica Aplicada as Ciéncias Sociais. 6. ed.
Florianopolis: Ed. da UFSC, 2006, capitulo 7.

BARBETTA, P. A.; REIS, M. M.; BORNIA, A. C. Estatistica para
Cursos de Engenharia e Informatica. Sdo Paulo: Atlas, 2004,
capitulo 5.

STEVENSON, Willian J. Estatistica Aplicada a Administracéo.
Séo Paulo: Harbra, 2001, capitulo 4.

Sobre model os probabilisticos paravariavels al eatorias continuas:
BARBETTA, P. A. Estatistica Aplicada as Ciéncias Sociais. 6. ed.
Floriandpolis: Ed. da UFSC, 2006. capitulo 8.

BARBETTA, P. A.; REIS, M. M.; BORNIA, A. C. Estatistica para
Cursos de Engenharia e Informética. Sdo Paulo: Atlas, 2004,
capitulo 6.

STEVENSON, Willian J. Estatistica Aplicada a Administracéo.
Sédo Paulo: Harbra, 2001, capitulo 5.

Sobre a utilizacéo do Microsoft Excel para calculo de probabili-
dades para os principais model os probabilisticos, veja LEVINE, D.
M. et al. Estatistica: teoria e aplicacdes — usando Microsoft Excel
em portugués. 5. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2006, capitulos 4 e 5.
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RESUMO |

O resumo desta Unidade estd mostrado na Figura 74:

Modelo Modelo de
binomial Poisson
r >
n finito, p Periodo
constante continuo de
andlise t

r l
|E(X) =nxp | Taxa de ocorréncia A |

|V(x} = n;px{l-nll | E(X) = v;xn =xt |

Serd usada na Unidade 9 |t de Student

v

Média = zero
Variancia = n/n-2

}

n-1 graus de
liberdade

v

Corregio para pequenas
amostras

n = tamanho de amostra

Varidvel
aleatdria

Aproximagdo |«
derivados do modelo

Continua

Intervalos iguais:

Simétrico em
relagdo a média

probabilidades
iguais

.

E(X) = a+b/2

Definido por
média e
variancia

.

r

V(X)=(b-a)2/12 "__,_,..-/‘"

Normal-padrio
Z:N(0,1)

|

Tabela de
probabilidades

binomial

Qui-quadrado

'

Média = gl

Serd usada na Unidade 10

Variincia = 2 x gl gl = graus de liberdade

¥

Awvaliar estatistica que
quantifica
relacionamento entre
duas varidveis qualitativas

Figura 74: Resumo da Unidade 7
Fonte: elaborada pelo autor
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Atividades de aprendizagem

Asatividades de aprendizagem estdo disponiveisno Ambiente Vir-
tual de Ensino-Aprendizagem. Nao deixe de respondé-las.

Caro estudante!

Chegamos ao final da Unidade 7 do nosso livro. Nela es-
tudamos os modelos probabilisticos mais comuns. Esta
Unidade foi repleta de figuras, quadros, representagdes, e
exemplos de utilizacao das técnicas e das diferentes formas
de utilizagao destes modelos. Releia, caso necessdrio, to-
dos os exemplos, leia as indicagdes do Saiba mais e discuta
com seus colegas. Responda as atividades de aprendiza-
gem e visite o Ambiente Virtual de Ensino-Aprendizagem.
Conte sempre com o acompanhamento da tutoria e das
explicacdes do professor. Otimos estudos!



