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Aula 01

A ESTRUTURA DE DOMINIO ORDENADO DOS
NUMEROS INTEIROS

META

Discutir as principais propriedades da estrutura de dominio bem ordenado dos
nameros inteiros.

OBJETIVOS
Ao final desta aula, o aluno devera:

Aplicar as propriedades da estrutura de dominio dos inteiros na demonstracéo de
outras proposi¢cdes decorrente destas.

Aplicar o principio de inducdo na resolucdo de problemas referentes a numeros
naturais.

PRE-REQUISITOS

O pré-requisito para esta aula é o curso de Fundamentos de Matematica. Portan-
to, disponibilize as aulas impressas desta disciplina e as consulte sempre que vo-
cé necessite.



INTRODUCAO

Seja bem-vindo, prezado aluno! Esta aula é o inicio da nossa jornada
rumo ao universo das estruturas algébricas.Tradicionalmente, a matemaitica
divide-se em trés grandes dreas: a Algebra, a Anilise e a Geometri-
a/Topologia. Entretanto, tal tricotomia esta cada vez mais se descaracterizan-
do tanto pelo aparecimento de outros segmentos que ndo se encaixam uni-
camente em uma destas quanto pela necessidade de novas técnicas. Outro
fator é a interface entre dreas dando origem a novas teorias. Por exemplo,
topologia algébrica é a interface entre dlgebra e topologia. E importante que
vocé, futuro professor, tenha uma boa preparacio em cada uma destas dreas
e, este é o primeiro dos dois cursos de Algebra dos curriculos dos cursos de
Matematica da UFS.

A palavra Algebra vem de um manuscrito irabe de cerca de 800 a.C.,
que estabelece leis para a resolugcio de equacées e, até a segunda metade
do século XIX, a Algebra era vista apenas como uma teoria de equacoes. A-
tualmente, a idlgebra é mais do que isto; trata-se da area da Matematica que
lida com conjuntos munidos de operacées e relacbes formais chamados es-
truturas algébricas. E uma colecio de modelos abstratos provindos até mes-
mo de outras dreas da Matematica e ciéncias afins.

Os objetos da Algebra sio classificados de acordo com os tipos de ope-
racoes que neles podem ser efetuadas e pelas propriedades das quais gozam
tais operagoes. Grupos, anéis, ideais, espacos vetoriais, moédulos e corpos
sdo exemplos de como um conjunto pode ser estruturado algebricamente.

Em regra, um primeiro curso de Algebra trata das estruturas de grupos e
anéis. Deste modo, sdo estes os contelidos presentes neste curso. Nas trés
primeiras aulas apresentaremos informalmente os nimeros inteiros e discuti-
remos suas primeiras propriedades. Tal abordagem servird de modelo no es-
tudo de grupos e anéis.

A ESTRUTURA DE DOMINIO DOS INTEIROS

No conjunto Z dos inteiros estio definidas a adicdo e a multiplicacdo.
Tais operagoes satisfazem as seguintes propriedades:
i) Associativa da adi¢do. Va,b € Z,(a+b) +c=a+ (b +c).
ii) Comutativa da adicdo. Va,b € Z, a+ b =b + a.
iii) Existéncia do elemento neutro para a adicdo. Existe em 7, o zero, tal que
a+ 0 =a, para todo a € L.
iv) Existéncia do oposto. Para cada a € Z existe —a € Z tal que a + (—a) = 0.
v) Distributiva da multiplicacio em relacido 4 adigcdo. Va,b,c €Z, a.(b+c) =
a.b+ace(a+b).c=ac+b.c.
vi) Associativa da multiplicacdo. Va,b € Z,(a.b).c = a.(b.c).
vii)Comutativa da multiplicacdo. Va,b € Z,a.b = b.a.



viii) Existéncia do elemento neutro para a multiplicacdo. Existe em Z, o um,
(1 #0), tal que, a.1 = a, para todo a € L.
ix) Integridade. Se a,b €Z e a.b =0 entioa=0ou b=0.

Futuramente, na aula 10, estudaremos os anéis que sdo estruturas algé-
bricas das quais o conjunto dos numeros inteiros munido das operagcoes adi-
cdo e multiplicacdo verificando as cinco primeiras propriedades aqui exibi-
das, é um exemplo. Os inteiros munidos destas operagoes verificando 3as oito
primeiras propriedades é chamado um anel comutativo com identidade e
como verifica também a nona é chamado um dominio de integridade.
Definicdo 1. Nos inteiros, definimos a diferenca entre dois elementos ae b,
(nesta ordem), como sendo o inteiro a —b = a + (—b).

Decorrem da estrutura de dominio de integridade dos inteiros as proprieda-
des contidas na

Proposicio 1.

i) Os elementos neutros 0 e 1 sdo Gnicos.

ii) Cada inteiro tem um Unico oposto.

iiiDVvVa€Za0=0.

iv)Va,b €Z,(—a).b=a.(—b) = —(a.b).

Demonstracdo. i) Se existissem 0,0 € Z tais que para cada a € Z,a+0=a +
0 = a entdo, em particular, teriamos

0+0=0e 0+4+0= 0 e da comutatividade da adicdo, 0 = 0. Portanto, o ele-
mento neutro da adicdo é unico.

A demonstracio da unicidade do elemento neutro da multiplicacio é a-
ndloga a, feita acima e deixaremos como atividade.

ii) Dado a € Z, suponhamos que existam b,c €7 tais que a+b=a+c=0.
Podemos escrever: b=b+0=b+(a+c)=0b+a)+c=((a+b)+c=0+c=
¢ donde segue a unicidade.

iii) Dado a € Z notemos que a.0 =a.(0+0)=a.0+a.0. segue que a.0 e
a.0+a.0 tém o mesmo oposto -(a.0) logo, —(a.0) +a.0 =—(a.0) + (a.0+
a.0) donde temos que a.0 = 0.

iv) Vamos provar que (—a).b = —(a.b). Com efeito, notemos que (—a).b +
ab = ((—a) + a).b =0.b =0. Segue que (—a).b é um oposto de a.b. Da uni-
cidade do oposto, temos que (—a).b = —(a.b).

O caso a.(—b) = —(a.b) é semelhante e deixaremos como atividade.

A BOA ORDENACAO DE 7.

Em 7. existem a relacio de ordem total < e o conceito de valor absoluto
| |, que admitiremos com suas propriedades bidsicas visando estabelecer re-



sultados futuros. Neste sentido vamos assumir inicialmente o principio da
boa ordem.

Principio da boa ordem: Todo subconjunto ndo vazio A de Z de elementos
ndo negativos (de N) possui elemento minimo.

Exemplo 1. Para A = {5,8,11,14}, min(A) = 5.
Proposicdo 2. Nido existe inteiro a tal que 0 < a < 1.

Demonstracdo: Suponhamos que exista um a inteiro tal que 0 < a < 1. Entdo
o conjunto S ={a€Z :0<a<1} é ndo vazio e do principio da boa ordem
existe ay, = min(S). Como ay €S segue que 0<ay,<1 donde temos que
0 < a2 < ay < 1, contradizendo a minimalidade de a,.

Proposicdo 3. (Indugdo — 12 forma) Seja S uma sentenca aberta sobre N para
a qual valem:

i) S(0) é verdadeira;
ii) Se a €N e S(a) é verdadeira entio S(a + 1) é verdadeira.
Portanto, S(a) é verdadeira para todo a pertencente a N.

Demonstracdo: Seja A o conjunto dos inteiros nio negativos para os quais
S(a) seja falsa, e suponhamos que A # ¢. Do principio da boa ordem existe
ao = mim(A). Segue de i) que ay, = 1, isto implica que a, — 1 € A donde segue
que S(ay — 1) é verdadeira. Finalmente por ii) temos que S(ay) = S((ag — 1) +
1) o que é uma contradigdo. Portanto S = ¢ e a demonstracio estd concluida.

Proposicdo 4. (Principio de inducdo — 22 forma). Seja S uma sentenca aberta
para a qual valem:

i) S(0) é verdadeira;

ii) Para cada a € N,a # 0,S(b) é verdadeira para 1 < b < a implica S(a) ver-
dadeira.

Entio S(a) é verdadeira para todo a € N.

Demonstracdo: Se esta proposicio ndo fosse verdadeira, entio existiriam
uma sentenca aberta S sobre N, verificando i) e ii) e um a € N para a qual
S(a) seria falsa. Supondo a o menor natural com tal propriedade, entio a > 0
eVb€eN com 0 <b<a, S(b) seria verdadeira. Por “ii)”, S(a) seria verdadei-
ra, uma contradicao.

Observagdo: Ndo é dificil perceber que nas proposi¢cdes 6 e 7, o dominio da
sentenca abertas S pode ser um conjunto do tipo {ay,ay,+1,a0 + 2, ...} onde
ay € um inteiro pré-fixado.



Definigdo 2. Dados a € Zen € Z,,definimos a poténcia de base a e expoen-
ten, pondo

a":{l se n=0
a.a! se n>0

1-1 0 —

a’=a.a

a®=a.a®> =a.a.a.

Exemplo 3. Para cada n € {2,3,...}, vamos usar o principio de indug¢do para
provar que 1+3+--4+(2n—1)=n? Notemos que para n =2, temos
1+ 3 =22 e, a expressio é verdadeira. Admitamos agora, por hipotese, que
para n = 2 a expressio acima é verdadeira e, vamos provar que isto implica
na veracidade da expressio para n+ 1. Com efeito, 1+3+ -+ 2n+1) —
D=143++Cn—-1D+CNn+1) -1 =n’+ Cn+1)—1=n?+2n+1=
(n + 1)2. Portanto, a expressio acima é verdadeira WYn € {2,3,...}.

Exemplo 4. Usando indug¢do, vamos provar que a™.a"™=a™" Vae€
Z e Ym,n € Z,. Para tal, caro aluno, vamos escolher um entre m e n, para
usar indugdo, digamos n e fixar a e m (embora arbitririos). Com efeito, para

n =0, temos a™.a’ =a™.1=a" e a™*® = a™. Logo , a™.a® = a™*% ok! Supo-

m+n n+1

nhamos agora, por hipotese que a™.a™ = a e vamos olhar para a™.a
Ora, por definicio, a™'=a.a"™V!=q.a" Ilogo, a™a™'=a™(a.a") =

a™. (a".a) = (a™.a").a = am™*t g = q. g™t = gm+n+1 — gm+(n+1)

~

Resumindo: para a € Z e m € Z, arbitririos, a propriedade é valida para
n =0 e ser valida para n implica ser valida para n+ 1. Logo do principio de
indugio é vilida VYn € Z,. Sendo a € Z e m € Z, arbitririos, podemos conclu-
ir que a mesma é verdadeira.

Definicio 3. O dominio 7, numido da relacio de ordem total " <" para a
qual vale o principio da boa ordem di a (Z,+,0,<) uma estrutura algébrica
chamada, dominio bem ordenado.



RESUMO

Nesta primeira aula, aprendemos as primeiras propriedades dos nimeros
inteiros onde discutimos sua estrutura de dominio ordenado onde apresen-
tamos os principios da boa ordem e de inducio que serio pré-requisitos
fundamentais das proximas aulas.

ATIVIDADES

1. Provar que a unica solu¢cio em 7 da equacdo, x +a = b, na variavel x é
b—a.

2. Provar que, em Z, as Unicas solucbes da equacio x* = x sio0e 1.
3. Provar que Va € Z,a* = (—a)?

4. Usando o principio de inducio, provar que:
D12+22 4 +n? =-n(n+1)2n+1),vn € {23,..}.

b)n < 2", vn € N.
COMENTARIOS DAS ATIVIDADES

Caro aluno, se vocé aprendeu as propriedades da estrutura de dominio
dos inteiros em especial a existéncia e unicidade do oposto de cada inteiro e
integridade entio vocé resolveu corretamente as primeira e segunda ativida-
des.

Na terceira atividade vocé deve ter usado o item iv) da proposicdo 1.

Na quarta atividade, para resolvé-la, vocé deve ter aplicado indiretamen-
te algumas das nove propriedades da estrutura de dominio e ter aprendido
que na aplicacdo do principio de indugio, testa-se a veracidade da sentencga
aberta no primeiro elemento do conjunto, assume que a mesma é verdadeira
para um elemento genérico do conjunto e com esta hipotese justifica que a
mesma é verdadeira também para o sucessor deste elemento, concluindo
finalmente que a sentencga é verdadeira para todos os elementos do conjunto
em apreco.
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