Aula 04

O CONCEITO DE GRUPO

META

Apresentar o conceito de grupo, as primeiras definicdes e diversos exemplos.

OBJETIVOS

Definir e exemplificar grupos e subgrupos.

Aplicar as propriedades dos grupos na resolugéo de problemas.
Reconhecer grupo ciclico.

Reconhecer o grupo de permutacdes e seus subgrupos.

PRE-REQUISITO

O curso de Fundamentos de Matematica e as propriedades dos numeros inteiros
estudados nas aulas anteriores.
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INTRODUCAO

Estamos de volta para mais uma aula. Esperamos que vocé tenha gostado
do conteudo estudado nas trés aulas anteriores. Nesta aula, vamos comec¢ar de
fato o que é conhecido como Algebra abstrata.

A teoria dos grupos embora tenha sido inicialmente estudada por matema-
ticos, no inicio do século XX os fisicos usando argumentos desta teoria fizeram
descobertas importantes sobre a estrutura dos dtomos e das moléculas em Me-
cinica Quintica.

Hoje a teoria dos grupos é aplicavel em outras dreas tanto das ciéncias a-
fins quanto em outras da Matematica.

Dentro das estruturas algébricas, os grupos tém uma das estruturas mais
simples e, portanto, mais geral. Vamos em frente!

CONCEITO DE GRUPO
Defini¢do 1. Definimos grupo como sendo todo par (G,”) onde G é um conjun-
to ndo vazio e - é uma operagdo bindria em G verificando 3s seguintes proprie-
dades.
i)Associativa, VYa,b,c € G,(a-b)-c=a- (b-c).
ii) Existéncia do elemento identidade. Existe e € G tal que a-e =e-a =a.

iii) existéncia do inverso. Para cada a € G, existe b € G tal quea-b=b-a=e.

Em geral, com o intuito de simplificar notacio escrevemos apenas G em
vez de (G,").

Se e e e sdo elementos identidades de um grupo, entdo e = e -e = e donde
podemos concluir que o elemento identidade é tnico.

Para cada elemento a, num grupo G, se existem b e ¢ no grupo inversos de
a, entiob=b-e=b-(a-c)=(ba)-c=rc.

Donde temos também que o inverso de cada elemento a € G é tnico. De-

notamos o inverso de a por a™?!.

Quando num grupo G além das trés propriedades exibidas na definicio se
unifica a propriedade:

ivNab€G, a-b=>b-a, dizemos que (G,”) é abcliano (ou comutativo).
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Quando a operag¢ido for uma adi¢cio (simbolizada por +) dizemos que (G,+)
é um grupo aditivo. Neste caso indicamos a identidade por "0" e o inverso de

cada a € G por -a. Os grupos aditivos sio sempre abelianos.

Quando o conjunto G é finito, dizemos que (G,") é um grupo finito, no caso
contrario dizemos que (G,”) é um grupo infinito.

Defini¢do 4.2.2. Definimos a ordem de um grupo (G,”) como sendo a cardinali-
dade do conjunto G. Indicamos: |G|.

Obviamente, temos grupos finitos (nestes a ordem é um inteiro positivo) e
grupos infinitos.

Exemplo 1. (Z,+) é um grupo aditivo infinito
Exemplo 2. G = {3 € C; |3 =1}, (G,”) é um grupo abeliano infinito

Exemplo 3. Seja (G ={1,-1}) onde 1-1=-1-(-1)=1e 1-(-1)=-1-1=
—1. Entido G é um grupo abcliano finito com apenas dois elementos, i.é, |G| = 2.

Exemplo 4. O subconjuntos dos nimeros complexos G = {1,i,—1,—i} onde i é a

unidade imagindria, cuja operagdo é a restricio da multiplicacio de G a este
conjunto é um grupo finito com quatro elementos, ou seja, |G| = 4

Exemplo 5. Seja G o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com entradas
em 7. Entio (G,+) é um grupo abeliano.

Exemplo 6. Seja G = Gl,(R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n
ndo-singulares de entradas reais. Este conjunto munido da restricio do produto
usual de matrizes é um exemplo de grupo nio abeliano infinito.

Exemplo 7. Sejam n € {2,3/4,...} e G = {3 € C;3" = 1}. Entdo G munido da restri-
¢do de produto de nimeros complexos é um grupo abeliano finito contido n
elementos.

Exemplo 8. Sejam S um conjunto nao vazio e G o conjunto de todas as fungbes
bijetivas f:S — S. Entdo G munido da composi¢cio de funcbes é um grupo,
chamado grupo das permutacdes de G. Em particular, quando S = {1,2,...,n}, G
é chamado o grupo das permutacées de nivel n tem ordem n! e o indicamos
por S,. Este grupo desempenha um papel importante na teoria dos grupos fini-

tos, como veremos futuramente.

Proposicdo 1. (Propriedades imediatas de um grupo)

i) A identidade é tinica.
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ii) O inverso de cada elemento é tinico.

iii) Se a,b,c € G ea.c = b.c entio a = b.

iv) Sea.a =a entioa = e

v) A equacdo ax = b tem como solugio unica x = a™1.b.

Demonstracdo: i) Seja G um grupo e suponhamos que existam e,e € G tais que
a.e=e.a=aeae=e.a=e Va€G. Em particulare = e.e = e.e = e.

ii) Seja a um elemento de G e suponhamos que existam b,c € G tais que
a.b=b.a=a.c=c.a=e. Entio, c =c.e =c.(a.b) = (c.a).b =e.b = b.

iii) Como a.c=b.c, da unicidade  do  inverso, temos  que
(a.c).cct=(b.c).cc'=a.(c.c’)) > a.e=b.e = a=0>.

vaa=a = (aa)al=aa!=a(@aa)=aal=a=e.

wax=b=al(ax)=a b= @ ra)x=ab=ex=alb=x=a'b. A
unicidade do inverso garante a unicidade da solugio).

Definigio 3. Dados um grupo G e aq,q,,...,a, € G, definimos o produto destes
elementos nesta ordem, indutivamente, como segue:

A1.Qy oo @y = (A1.05 o Ap_q). Ay

Se j€e{123,..,n—1}, pode-se provar que (al.a2 .....aj). (aj+1 .....an) =
ai.Qay .....0y.

Defini¢do 4. Dados G grupo, a € G e n € Z, definimos a poténcia de base a e
expoente n como sendo

esen=0
a*={a" " tasen>1
(aH)™ sen<-—1.

Usando indugdo, podemos provar que ¥V a € G ¥ m,n € Z, valem

i)am. aTL — am+n
iD)(a™" = a™".
Defini¢do 5. Sejam G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Dizemos

que H é um subgrupo de G se H munido da restricio a si da operacdo de G é
também um grupo.
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Da unicidade do elemento identidade e da necessidade da existéncia deste
elemento num grupo segue que a identidade de G pertence a H.

Uma condigcdo necessdria e suficiente para que um subconjunto H de G seja
um grupo é que i) H # ¢ e iiVa,b € H se tenha ab™! € H.

Notemos que as duas condigbes acima sdo veriticadas por todo grupo e, se
Hc G e H verifica i e ii, entdo, dado a € H, e=a.a™* € H e, dados a,b € H,
bl=ebleH=x,b'eH=a (b)) =a.b€H. A associatividade da restri-
¢do da operagdo de G a H em H é o6bvia.

Quando H é subgrupo de G indicamos por H < G.

Exemplo 10. Seja (G = {1,i,—1,—i},.). entdo (H = {1,—1},.) é um subgrupo de G.
(H £G).

Exemplo 11. (G =3 € C; |31 =1},.) e H={3 € C; 33 =1}. Entio H < G.

Exemplo 12. Seja G um grupo e H = {a € G; ax = xa,Vx € G}. Entdo, H < G. No-
tamos que e € H, pois em G, e comuta com todos os elementos de G. Segue
que e€H e H=#¢. Sejam a,b€ H. Entio (ab Y)x =a(b 'x)=(b"'x)a =
b~(xa) = b (ax) = b la)x =(ab™H)x =>ab™ ' € H = H <G.

Para cada G, o subconjunto formado pelos elementos que comutam com
todos os elementos de G é chamado o centro de G e o indicamos por Z(G).

Observemos que quando G é abeliano Z(G) = G.

Exemplo 13. Sejam G um grupo e a €G. Seja H = {x € G;xa = ax}. Entio
Vx€Z(G),x€H, ou seja, Z(G)cH e H#* ¢. Se c,d €H entio ad =da =
dla=ad*=d1eH . Portanto, (cd™1).a=c(dta) =c(ad™ = (ca).d™ ! =
a.(cd¥) = cd ' €H e H <G. Este subgrupo de G é chamado o centralizador
de a em G e o indicamos por C;(a). Notamos que Va € G,Z(G) < C;(a).

Exemplo 14. G = Gl,(R) e H = GL,(Q) entdo H < G.

Definicdo 6. Seja G um grupo. Dizemos que G é ciclico se existe um elemento
a € G tal que G = {a™;n € Z}. Dizemos também que G é gerado por a e indica-
mos G =< a >.

Exemplo 15. Seja 3 = cos%ﬂ + isinz?n € C.

Entio G =<3>=1{1,3,3*} = {3, n € Z} é ciclico finito de ordem 3. Notemos
que dado n € Z, do algoritmo da divisdo, existem q,r € Z tais que n =3q +71 e

r € {0,1,2}. Logo 3" = cosznT” + isinznTn = cos(ern) + isiner” = 3" € {1,33°}.
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Exemplo 16. Dados G grupo e a € G, o conjunto H =< a >={a™;m € Z} é um
grupo ciclico de G. Notemos que a°=e€H. Se x=a™€H entio xy ! =
a™ (@)l =a™ " eH.

Observacdo. Quando um grupo é aditivo, a poténcia de base a e expoente n é
denotada por na.

Exemplo 17. O grupo (Z,+) é ciclico infinito gerado por 1.

Z={.,-2,-10123,..}={n.;n€Z}. O conjunto H={..,—4,-2,0.24,..}=
{2n;n € Z} é o subgrupo ciclico de Z gerado pelo elemento 2. Entio podem es-
crever: L =<1> e H =<2 >.

Observagcdo. Notemos que se G é ciclico gerado pelo elemento a e x = a™,y =
a™ € G entdo xy = a™.a" = a™" = a™*"™ = q".a™ = y.x, portanto G é abeliano.

Proposicdo 2. Todo subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Demonstracdo: Sejam G =< a > ciclico e H c G. Se H = {e} ok! Pois H =<e >.
Se H # {e}, entdo, o conjunto A ={m € Z},a™ € H} é ndo vazio. Sejam d = minA
eb=a%€H.

Afirmamos: H =< b >. De fato, pois se x = a™ € H entio, do algoritmo da divi-
sdo existem q,r € T tais que a™ = a%*" e 0 <r < d. Segue que a" = a™ % € H.
Mas, da minimalidade de d segue que r=0=x=a™= (a®)9=b1€<b >=
Hc<b> Comob€ HVneZ b"eH—=<b>HeH-=<b>.

RESUMO

Caro aluno, nesta aula, noés estabelecemos o conceito de grupo, onde defi-
nimos grupos e subgrupos apresentamos diversos exemplos, apresentamos oS
subgrupos especiais centro e centralizador de um elemento num grupo e gru-
pos ciclicos.

ATIVIDADES

1. Seja G um grupo abeliano. Prove que se a,b € G e m €Z, entio (ab)™ =
a™.bm.

2. Seja G um grupo e suponha que a*? = e,VYa € G. Prove que G é abeliano.

-1

3. Seja G um grupo e a,b € G. Prove que (ab) "' =b"l.a
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4. Seja p € Z, um primo, prove que G = Zp\{ﬁ} é um grupo abeliano com p — 1
elementos.

5. Se G é um grupo finito de ordem par. Prove que existe a € G\{e} tal que
a? =1

6. Sejam G = gl,(R) e H o subconjunto de G formado pelas matrizes anti-
simétricas. Prove que H < (.

7. Sejam G,, G, grupos e seja G = G;XG,. Defina uma operacido em G do seguin-
te modo:

(a4, by), (ay, by) € G = (aq,by).(ay, by) = (a1a;,b1b,). Prove que (G,”) é um grupo.
Este grupo é chamado produto direto de G; e G,. Se H ={(e,b); b € G,}, prove
que H < G.

8. Prove que todo grupo G # {e} tem um subgrupo ciclico H,H # {e}.

9. Seja G = S,,. Indicando cada elemento o € S,, do seguinte modo,

1 2 n
o= (a(l) o(2) a<n>)

Escreva explicitamente o grupo S;. Calcule Z(S3;) e conclua que S; ndo é
abeliano.

10. Prove que o subconjunto H de S, dos elementos o tais que 0(4) =4 é um
subgrupo de S,.

11. Se L e H sao subgrupo de um grupo G, prove que LNH é um subgrupo de
G e que , em geral LUH ndo é subgrupo de G.

COMENTARIO DAS ATIVIDADES

Caro aluno, se vocé fez as cinco primeiras atividades entio entendeu as
propriedades dos grupos.

1

Na segunda atividade vocé deve ter notado que a’> =e < a=a"! e usado

o fato de que (ab)™* = b t.a™l.

Na terceira, vocé deve ter multiplicado ab por b'.a™! pela esquerda e pela
direita e usado o fato de que o inverso de um elemento num grupo é Unico.

Na quinta atividade, vocé deve ter notado que todo elemento tem um Uni-
co inverso e que a identidade tem como inverso ela propria.
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Nas sete ultimas atividades exploramos a definicio de subgrupo. Se vocé
compreendeu esta definicio ndo deve ter tido dificuldades, hesitou possivel-
mente na ultima questio onde vocé deve ter notado que LU G é subgrupo se, e
somente se, L c H ou H c L. Lembre-se de que o objetivo das atividades é fixar
os conteddos desenvolvidos na aula. Portanto vocé deve ler estes contetidos
com carinho quantas vezes sejam necessdrias. Lembre-se também que a ajuda
dos tutores é importante.
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