Aula 06

HOMOMORFISMOS DE GRUPQOS

META

Apresentar o conceito de homomorfismo de grupos

OBJETIVOS

Reconhecer e classificar os homomorfismos.

Aplicar as propriedades imediatas dos homomorfismos de grupos.
Calcular os nucleo e imagem de um homomorfismo.

Aplicar os teoremas dos homomorfismos na relacao de problemas.

PRE-REQUISITOS

Todas as aulas anteriores principalmente as aulas 4 e 5.
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INTRODUCAO

Caminhando dentro da teoria dos grupos, vamos a mais uma aula. Mais
uma vez, necessitamos que vocé, caro aluno, tenha aprendido os conteidos
das aulas anteriores, principalmente, os das aulas 4 e 5 que tratam dos grupos.

Em estruturas algébricas os homomorfismos sdo aplicacbées que tém como
dominio e contradominio estruturas algébricas de mesma natureza (mesma de-
finicdo abstrata) e servem em geral para comparar tais estruturas. NO nosso ca-
so, é claro, trataremos dos homomorfismos de grupos.

O CONCEITO DE HOMOMORFISMO

Definicdo 1. Sejam G e G grupos e Y uma aplicacdo de G em G. Dizemos que
é um homomortismo se Y(a.b) = YP(a).P(b).

Exemplo 1. Se G é um grupo e H 2 G, para G = G/H’ a aplicacdo P = G — G/H
definida por {Y(a) = Ha é um homomorfismo de grupos, pois (ab) = Hab =
Ha.Hb =Y (a).y(b), Ya,b € G. Este homomorfismo é comumente chamado pro-
jecdo canénica.

Exemplo 2. Dado um grupo G, a funcio identidade de G é evidentemente um
homomorfismo de G em G. Notemos que I;(ab) = ab = I;(a).1;(b), Va,b €QG.

A um homomorfismo de um grupo G nele proprio, chamamos endomorfis-
mo de G.

A um homomorfismo P : G — G injetivo, chamamos um monomorfismo de
G emG.

A um homomorfismo P : G — G sobrejetivo,chamamos um epimorfismo de
G emG.

A um homomortismo ) : G — G bijetivo, chamamos um isomorfismo de G
em G. Neste caso dizemos também que G e G sdo grupos isomorfos.

A um isomorfismo de um grupo G nele proprio, chamamos um automorfis-
mo de G.

Proposigdo 1. Seja P : G — G um homomorfismo. Entio, JY(e) =e, onde e e e
sdo, respectivamente, as identidades de G e G.

Demonstracio:  P(e).P(e.e) =P(e).p(e) = P(e).P(e)™t = (Y(e).y(e)) Y(e) =
e =y(e).(W(e)Ye)™ = Ple)e=e=1P(e) =e.

Proposicio 2. Seja P :G — G um homomorfismo. Entio, Va € G, Y(a)™! =

Y@
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Demonstracio e = P(e) = P(a.a™!) =yY(a).¥(a ) = yYa?) =y(a)™t.

Proposi¢cio 3. Se Y : G — G é um homomortismo e H < G entio Y(H) é um
subgrupo de G?

Demonstracio: e€ H e Y(e) =e=e €Y(H) # ¢. Sejam a,b € Y(H). Existem
a,b €H tais que Y(a) =a e Y(b) = b. Logo,
a.b™ =yP(a). )t =) Y(b ) =yPab ) e como ab~!€ Hsegue que
a.b € Y(H). Portanto, Y(H) < G. Neste caso Imp = P(G) < G.

Proposicdo 4. Se Y : G — G e ¢ : G — G sdo homomorfismos entio o : G —
G também é homomorfismo.

Demonstracdo:

Dados a,b€G, (¢op)(ab) = p(p(ab)) = p(Y(@).p®B)) = p(Y(@). p(Y (b)) =
(@ e yp)(a@). (@ o P)(D).

Detinicdo 2. Seja { : G — G um homomorfismos chamamos nicleo de ) e de-
notamos por ker Y(ou N(y) o subconjunto de G:

kery ={x €G; Y(x) =e}.

Exemplo 3. Dados um grupo G e H 2 G, notemos que H é o nicleo da projecdao
canénica Y =G — G/H' Y(a) = Ha, pois, Hx =H < x € H, ou seja, keri =
{x€G; Yy(x) =Hx=H}=H.

Proposicdo 5. Para todo homomorfismo ) : G — G, ker 2 G.

Demonstracdo: Como Y(e) =e, e €Eker # ¢. Se a,b € ker entio P(ab™1) =
Y(a).Yp(b) t=e.e!=e=ab ' €kery. Logo kery <G. Agora, seja a €G e
b € kery. Temos Y(a~*bha) = P(a™1).y(b).Y(a) = Y(a) te.y(a) = Y(a) t.y(a) =

e © a lkery a = kery. Portanto ker ) 2 G.
Proposicdo 6. Seja p : G — G. P é monomorfismo se, e somente se, ker | = {e}.
Demonstragdo: (=) Trivial, pois Y(e) = e e Y é injetiva = ker { = {e}.

(&) Se a,b€ G e Y(a) =yY(b) entio Y(a).Y(b) 1=e=yYlab)=e=ab le
kery = {e} = a = b, ou seja, Y é injetiva.

OS TEOREMAS FUNDAMENTAIS DOS HOMOMORFISMOS
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Proposicdo 1. Se Y : G — G é um homomorfismo de grupos com niicleo N en-
tdo existe um homomorfismo injetivo E G/ N — G tal que Y(Na) = y(a) Va € G.

Demonstracdo: Inicialmente, notemos que se a,b € G sdo tais que a = b(modN)
entio ab ' € N e Y(ab™!) = e donde temos que Y(a) = Y(b). Isto significa que
para Na = Nb, Y(Na) = Y(a) = p(b) = Y(Nb) ou seja que esti, bem definida,
ou seja a imagem de Ha ndo depende do seu representante. Dados Ha, Hb €
G/N, temos Y(Ha.Hb) = Y(Hab) = P (ab) = P(a).¥(b) = Y(Ha).p(Hb) logo, ) é
um homomorfismo de grupos. Agora, Na € ker Yo yYyWNa)=ya)=e =ac
N & Na =N < kery = {N} ou seja Y é injetiva.

Corolidrio (1° teorema do isomorfismo). Se Y :G — G é um epimorfismo e
N = ker entzioG/ N € G sdo isomorfos. Ou melhor, existe um isomorfismo

E G/N — G tal que Y(Ha) = Y(a),Va €G.

Demonstragcio: ) é o monomorfismo de G/ N em G definida na proposi¢do e

como Imy = Im = G, segue que P é um isomorfismo (G/N =G).

Sem:G — G/ N € a projecdo canonica, este teorema pode ser expresso
pela comutatividade do seguinte diagrama;

G % G’
7 v

v

G/N (om=1)

Exemplo 1. Sejam G = Z (grupo aditivo) e G = {1,i,—1,—i} o grupo multiplicati-
vo formado pelos nimeros complexos +1 e i e a aplicacido Y : G — G' dada
por Y(a) = i%. E ficil ver que Y(a+ b) = P(a).yp(b) (faca isto como atividade).
Agora,

kerpy={a€Z Y@ =1}={a€Z i* =1} ={0,14,18,..} = 4Z.

Como Y é sobrejetiva, do 1° teorema dos homomorfismos, temos que
(1,i,—-1,-i},) = (Zy, +).

Quando G é um grupo, HN <G e N 2G entio HN <G e HNN =2 G.
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Com efeito, e=ee€ HN+¢ e se x=hny=h'n"€ HN entio xy !=
hn(h'n”™" = hn(n'"*.h'™"). Sendo N <G, n'""*.h'""* € Nh'"' = h'""1.N c HN. Logo,
xy~1 € HN donde temos que HN < G.

Sendo N 2 G, segue que N 2 HN pois, Ya € G,aN = Na, em particular,
Va € HN, aN = Na. Também, HNN < H. Aqui, dados
a€eHebeHNN, a'bha€aNa=N. Como a,b € H segue que a"*bha € HN
N. Logo, a ™ (HNN) ac HNN. Analogamente HNN c a '(HNN)a,Va € H.
Portanto HNN 2 H.

Proposicio 2. (22 teorema dos homomortismos). Se HLN <G e N G entio
HN H

N = HON

Demonstracido: Seja Y : H —>F5V—N definida por Y(h) = hN. Entdo, Y(h.h') =

(h.h")N = hN.h'N = ¢ (h).p(h"), é homomorfismo de grupos (notemos que aqui

hN = Nh pois N 2 HN). Para qualquer classe aN € %, temos a € HN donde

a=hn com h€ H e n€ N. Isto implica que y(a) = aN = (hn)N = h(nN) = hN =

Y(h) logo, ¢é sobrejetivo. Além disto, h € ker ) < hN = N < h € N. Ou seja,
_ HN

A . H
kery = HNN. Como conseqiiéncia do primeiro teorema segue que T =

como queriamos demonstrar.

Observacdo. Se H N N = {e}, segue deste teorema que FjV—N =H.

No estudo de grupos quocientes formados a partir de grupos quocientes, é util
a seguinte

Proposicio 3. (32 Teorema dos homomorfismos). Se K,H <G e K c H entio
K=H H/ < G/K e vale:

2
=

IR

T
T D

Ik

Demonstragido: E claro que K S N. Agora, notemos que se Ka = Kb temos
ab ! € K e como K c H segue que ab™! € H e Ha = Hb. Portanto, podemos de-

finir a aplicacioy : G/K — G/H’ pondo Y(Ka) = Ha.

Notemos ainda que Va,b€G, Y(KaKb)=1y(Kab)=Hab = Ha.Hb =
Y(Ka). (Kb). Além disto, para cada Ha € G/H’ existe Ka € G/K tal que P(ka) =

Ha, ou seja, Y é um homomorfismo sobrejetivo de G/ K emG/ H-

Finalmente, ker ) = {Ka;Ha = H} = {Ka;a € H} = H/K'
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6/
Segue do 1° teorema dos homomorfismos que £ =

/

=
T o

Observacdo. Este teorema deixa claro que quocientes de quocientes de G sdo
na realidade isomorfos a quocientes de G. Vamos terminar esta aula estabele-
cendo o teorema da correspondéncia no qual veremos que um epimorfismo de
grupos preserva propriedades como ser subgrupos ou ser subgrupo normal tan-
to diretamente quanto inversamente. Mais precisamente, vale a

Proposicdo 4. (Teorema da correspondéncia). Sejam G e G' grupos e P : G — G’
um epimorfismo onde N = ker . Entdo:

a)Para cada H H < G,Yy(H) < G'. Se H 2 G entioY(H) 2 G'.

b)Para cada H',H' < G', o dnico subgrupo X de G contendo N tal que Y(X) = H
éY Y(H"). Se H 2G entio Y™ (H) 2G.

Demonstracdo: a) Jia sabemos que Yy(H) < G'; sejam H 2 G e Y(a) L. (H).Y(a) =
Y(a™H).p(H).Y(a) = Y(a~'Ha) = P(H) portanto, Y(H) 2 G'.

b) Como Y(N) = {e} c H', claramente ¢ # P *(H') c N. Se a,b € Yy~ (H') entio
Y(a),Y(b) € H'. Isto implica que Y(a).Y(b) ' €H = Y(a,b™)eH = abtE
W' (H"). Logo, ™' (H') <G.

Para cada a € G temos:

Yla W (H)a) = Y@ Y H)).Y(a) = Yp(@) . H' . Y(a) = H'.
to,a Y Y (HN)a cy '(H) = a '@ ' (H)a=y 1(H). Donde segue que
e 1(H) 2G.

Finalmente, seja H<G tal que N<H e Y(H)=H' Assim, l/)‘l(tp(H)) =
Y YH)Y=Hcy Y(H). Se a€y '(H) entizo yY(aeH =yYH)=3he
Htalque (ah ) =e=ah"'e N<H=a€ Hh=H. Logo, Yy *(H)cH e con-
seqiientemente H = y~1(H").

RESUMO

Nesta aula estabelecemos o conceito de homomorfismo de grupo onde ini-
cialmente definimos, exemplificamos e apresentamos as propriedades imedia-
tas. Terminamos a aula enunciando e demonstrando os 1°, 2° e 3° teoremas dos
isomorfismos e o teorema da correspondéncia que sdo teoremas importantes na
construgcdo dos pré-requisitos de contetudos futuros.
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ATIVIDADES
1. Veritique em cada caso, se ) é um homomorfismo de grupos.
a) Y : Z — Z dada por Y(a) = 2a onde aqui 7 é o grupo aditivo.

b) P : R* — R* dada por Y(x) = |x| onde R* é o grupo multiplicativo dos reais
ndo nulos.

)Y : Z — R} dada por Y(a) = 2%, onde Z é aditivo e R, multiplicativo.
A : G — G dada por y(a) = b 'ab onde b é um elemento de G pré-fixado.

2. Seja G um grupo abeliano finito de ordem m e seja n € N tal que mdc(m,n) =
1. Prove que a aplicacio ) : G — G dada por Y(a) = a™ é um automorfismo de
G.

3. Sey: G — G' é um isomorfismo, provar que Y~ ! : G' — G também o é.

4. Se Y : G — G' é um homomorfismo onde G é finito, prove que |Y(G)| divide
1G]

5. Se G é ciclico de ordem n provar que G = Z,,.

6. Sejam G um grupo e K,H 2 G tais que K N H = {e}. Prove que kh = hk Vk € K
eVheH.

7.8 HK=2G,G=HK e HNK = {e}, prove que G=HXK.

COMENTARIO DAS ATIVIDADES

Na primeira atividade, se vocé entendeu a definicio de homomorfismo,
ndo deve ter tido problemas.

Na segunda, vocé deve ter notado que a € ker Y < a™ = e = 0(a)|n. Como
O(a)|m segue que O(a)|l ou seja O(a) =1 e a = e. Portanto, \p é injetiva.

Na terceira atividade, vocé deve ter usado a definicio de isomorfismo e
concluido com facilidade.

Na quarta atividade, vocé deve ter usado o primeiro teorema do isomortis-
mo.
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Na quinta atividade, para G =< a >, a aplicagio ) : (Z,,+) — (G,) dada por
Y(m) = a™ deve ser um isomorfismo de grupos!

A sexta atividade, caro aluno, é um exercicio que auxilia no desenvolvi-
mento da sétima atividade. Para h€ H e k € K, vocé deve ter notado que
k7*h 'kh = (k"*h~'k).h =k (h"'kh) e KN H = {e} pois H e K sio subgrupos

normais.

Na sétima atividade, se vocé conseguiu resolvé-la, deve ter percebido que
a aplicacio ) : H X K — G onde Y (h,k) = hk é um isomorfismo de grupos.
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