AULA

Algoritmo da divisao em k|z]

META:
Introduzir um algoritmo de divisao para anéis de polinémios definidos

sobre corpos.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Aplicar o algoritmo da divisdao para determinar o quociente e o
resto na divisao entre polinémios.

Conceituar fungao polinomial e zeros de uma fung¢ao polinomial.
Estabelecer a diferencga entre polinémios e fungoes polinomiais.

Enunciar e provar o teorema do resto e do fator.

PRE-REQUISITOS

A estrutura de anel para polinémios. Embora nao seja necesséario,
os conhecimentos do ensino médio sobre divisao de polinémios,
funcoes polinomiais, teorema do resto e do fator e uma revisao so-
bre o algoritmo da divisao para os inteiros ajudariam num melhor

rendimento desta aula.
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2.1 Introducao

Nesta aula, partiremos do seu conhecimento do ensino médio e fun-
damental sobre divisao de polinémios e formalizaremos tal método
em forma de um algoritmo. A unicidade do quociente e do resto e
o fato do resto ser nulo ou possuir grau estritamente menor que o
grau do divisor sao as propriedades fundamentais deste algoritmo.
A ultima propriedade é de extrema importéncia tedrica e tera pro-
fundas consequéncias no estudo de polindmios. A primeira delas
é o teorema do fator e do resto ja conhecido por vocé do ensino
médio. As outras veremos na aula seguinte. Convém lembrar que

LT(g) denota o termo lider do polinémio g.

OBS 2.1. Ao longo deste curso, a menos que seja dito o contrario,

usaremos a letra k para denotar um corpo.

2.2 O Algoritmo da divisdo em £k|x]

Sejam f(x) = 32° + 22t + 223 + 42?2 + 2 —2 e g(x) = 22% + 1

dois polinémios em Q[z]|. Para dividir f por g, obtemos o primeiro

5
3
termo do quociente 2% = §m2. Este é o resultado da divisao dos
x
termos dominantes de f e g. A diferenga
3 9 4 3,9 9
f(x)—ix g(x) =ri(x) = 22" + 2z +5 +x—2

nos fornece o primeiro resto parcial. Repetindo este procedimento

para r1(z) no lugar de f(x) obtemos o segundo resto parcial
)
ro(z) = r(z) — zg(x) = 22° + 5:02 -2

Note que deg f(z) > deg ri(x) > deg r2(z). Podemos aplicar este
procedimento enquanto o grau do resto for menor do que o grau de
g(x). Ao fazer isto, obtemos uma sequéncia de restos r1,72,73, . ..

na qual
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deg ry > degry > degre > degrs > ...

Se deg f > deg g entao, apds no maximo k = degf — degg +1
passos, devemos ter deg r, < deg g. Assim, f(z) = g(x).q(z) +
r(z) com r(x) = ri(x) satisfazendo as condigdes r(x) = 0 ou
0 > deg r(x) < deg g(z). Se deg f(z) < deg g(x) podemos fazer
r(z) = f(x) e obter, ainda, f(x) = g(z).0 + r(x) com r(x) =0 ou
0 > deg r(z) < deg g(z). Em forma de algoritmo o que temos é o

seguinte:

Input: g, f (9#0)

Output: ¢, r.

q:=0;r=f

Enquanto r # 0 e LT(g) dividir LT(r) faca

q:=q+ LT(r)/ LT(g)

ro=r—[LT(r)/LT(g)]g

O grau do dividendo r, em cada passo, é estritamente menor que o
grau do dividendo do passo anterior. Assim, o algoritmo termina
no maximo em deg f — deg g +1 passos. Isto mostra a existéncia
de q e r tais que

f=q9+r

com r = 0ou 0 < deg r < deg g. Podemos, ainda, mostrar que
o quociente g(x) e o resto r(x), assim obtidos, sdo tnicos. De
fato, suponham g1, g2 dois quocientes e 71,19 dois restos para uma
mesma divisao de f por g com os restos satisfazendo as condigoes
acima. Entao,

qg+ri=f=qg+nr

donde (g1 — q2)g =12 — 1. Se q1 # g2, entao, q¢1 — g2 # 0. Assim,

deg ro — 11 = deg (q1 — q2)g = deg (q1 — q2) +deg g > deg g

35
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e isto é uma contradigao, pois, ambos 71 e 73 tém graus menor do

que o grau de g. Logo, q1 = ¢o e, portanto,
ri—r2=(q —q2)g=09=0

donde r; = r9. O resultado que acabamos de provar é chamado

algoritmo da divisdo. Segue o enunciado em forma de teorema.

Teorema 2.1. (Algoritmo da divisao) Seja k um corpo e f(x),r(z) €
k[x] com g(z) # 0. Entao, existem unicos polinomios q(x),r(x) €

k[x] tais que
f(@) = q(x)g(x) + r(z)

comr(x) =0 ou 0 < deg r(z) < deg g(z). O

Prezado aluno, caso vocé nao tenha se convencido da existéncia de
q e 7 em forma de algoritmo, segue a prova convencional.

Prova: (Existéncia) Se f(z) = 0 ou deg f < deg g(z) faga r(x) =
f(z)eq(x) = 0. Suponha deg f(z) > deg g(x). Neste caso, proced-

eremos por indugao em deg f(z). O polinémio h(x) = f(x)— Iﬁgig

tem grau menor que o polindmio f (seus termos dominantes sao

iguais). Por hipotese indutiva, existem ¢'(z),7'(x) € k[z] tais que

() = 1)~ [pg79 = 4 @0() +7'(2)

com r’'(z) =0 ou 0 < deg r'(z) < deg g(x). Assim,

(o IO
@)= (4@ + fp ) )9+ 7'@)

Entdo, q(z) = ¢'(z) + i%g; e r(x) = r'(z) satisfazem as pro-

priedades requeridas.

Exemplo 2.1. Vamos determinar o quociente e o resto da divisao
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de f(x) = 32* — 223 + 622 —x + 2 por g(z) = 22+ + 1 em Q[z].

3zt — 223 + 622 —2+2 |2P+a+1
—322 — 323 — 322 322 — 5+ 8

5+ 32—z +2
522 4+ 522 + bz

8x2 4+ 4x + 2
—822 —8x — 8
—4x — 6

Resposta: Quociente: 322 — 5z + 8; Resto: —4x — 6.

2.3 O teorema do resto e do fator

Seja A C B uma extensdo de anéis. Uma fungdo f : A — B é

dita polinomial se existem ag, aq,...,a, € A tais que
fla) =ao+aia+---ana”

para todo a € A. Um elemento a € A tal que f(a) = 0 é chamado

zero da fungao f. Seja
p(z) =ap+ a1z + - apz™ € Alz]

o polinémio associado a funcao polinomial f. A relacao entre
polinémios e fungoes polinomiais é sultil e merece algum comen-

tario. Para todo polinémio
q(x) =bo + brz + - - bypa™ € Alx]

estéa associado uma fungao polinomial f A — A definida por f(a) =
q(a) onde g(a) denota a operagao by +bia+---bypa™ em A. Assim,
q(a) = by + bia + -+ - bya™ equivale a substituir a no lugar de x

em q(z) (tal operagao nao esta definida no anel de polindémios).

37
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Um elemento a € A tal que ¢(a) = 0 é chamado raiz do polindémio
q(x). A sultileza aqui é que fungdes polinomiais e polindmios sao
objetos distintos. A correspondéncia

{polinémios em A[z]} Z {Fungbes polinomiais}
embora seja sempre sobrejetiva ndo é em geral injetiva. E o que
mostra o exemplo abaixo.
Exemplo 2.2. Em Zs[z] o polinémio f(z) = x? + 1 nio & nulo,
mas a funcao polinomial f : Zs — Zo é a funcao nula.
Exemplo 2.3. Os polinomios p(r) = z*+z+1, ¢(z) = 23 +2%+1 €
7Z3[z] definem as funces polinomiais f : Z3 — Zs, f(r) = ri4r+1
eg : Z3 — Zs3, g(t) = 3+t + 1. Tem-se f(0) = 1 = ¢(0),
f(1)=0=g(1) e f(2) =1 = g(2). Assim, f(r) = g(r) para todo

r € Zs3. Logo, f e g definem a mesma func¢ao em Zs embora, como

polinémios, sejam distintos.
Teorema 2.2. (Teorema do resto) O resto da divisao de um polinémio
f(z) € k[x] porz —a € f(a).
Prova: Existem tnicos ¢(x),r(x) € k[z] tais que
£(&) = a(w)(z ~ a) +r(2)

com r(x) =0 ou 0 < deg r(z) < deg (z —a) = 1. Entao, r(z) =0
ou deg r(x) = 0. Assim, r(z) necessariamente ¢ uma constante

c € k. Da igualdade acima segue a igualdade
fla) =qla)(a—a)+c=c=r(z). O

Teorema 2.3. (Teorema do fator) Seja f(x) € klx]. Um elemento

a € k é uma raiz de f(x) se e somente se x — a divide f(x).

Prova: Seja r(z) o resto da divisao de f(x) por x — a. Pelo
teorema do resto, tem-se r(z) = f(a). Assim, a é raiz de f(z) <

fla) =r(x) =0 < z—adivide f(z). O
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2.4 Conclusao 2

Nesta aula, implementamos um algoritmo de divisao em k|x]
semelhante aquele dos nimeros inteiros. Como consequéncia ime-
diata, obtivemos a relacdo fundamental entre os zeros de uma
fungao polinomial e os fatores lineares da forma z —a do polinémio
que a define; a saber: o teorema do resto e do fator. A respeito do
que diz estes resultados, podemos extrair duas importantes con-
clusoes. Primeira, um polinémio admite sempre um ndmero finito
de raizes tendo seu grau como cota superior. Segunda, a existén-
cia de raizes para um polindémio é relativa ao anel de coeficientes
em que se considera o polinémio. Por exemplo, z? + 1 nao possui

raizes reais, mas admite duas raizes em C.

RESUMO .Ej‘

Algoritmo da divisao em k||

Input: g, f (9#0)
Output: ¢, r.

q:=0;r=f
Enquanto r # 0 e LT(g) dividir LT(r) faga
q:=q+ LT(r)/ LT(g)
r:=r—[LT(r)/LT(g)lg
Em forma de teorema:

Seja k um corpo e f(z),r(x) € k[z] com g(x) # 0. Entao, existem

tnicos polindmios ¢(z), r(x) € k[z] tais que

f(x) = q(x)g(x) + r(z)
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com r(z) =0 ou 0 < deg r(z) < deg g(x).
Funcgoes polinomiais versus polindmios

Os polinomios p(z) = 2* + 2 + 1,q(z) = 2® + 22 + 1 € Z3[z] sdo

distintos mas estao associados & mesma fung¢ao polinomial.

Anélise Algebra Geometria
Fungoes polinomiais Polindmios Grafico
Zero Raiz Intersecao com o eixo das abscissas

Teorema do resto

Resto(p(z),z — a) = p(a).

Teorema do fator

a € k éraiz de p(z) € k[z] <= = — a divide p(x).

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos a aritmética do anel de polinémios
k[x]. Por meio do algoritmo da divisdo, mostraremos que k[z| é
um dominio de ideais principais (DIP), isto é, todo ideal de k[z] é
principal. Isto acarretara na existéncia de MDC em k[z] e no fato

de k[x] ser um dominio fatorial (DFU).

ATIVIDADES

ATIV. 2.1. Enuncie o algoritmo da divisao em k[z].

ATIV. 2.2. Aplique o algoritmo da divisao para determinar polinémios
q(z) e r(z) tais que f(x) = ¢(x)g(z) + r(z) com r(z) = 0 ou

0 < deg r(x) < deg g(x).
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a) f(z) =2 +2—1, g(r) = 2> + 1 em R[z]. 2
b) f(z) =a% — 1, g(z) = 2 — 1 em R[z].

¢) flz) =2° — 23+ 3z — 5, g(z) = 2% + 7 em Q[a].

d) f(x)=2°—23+3x -5, g(xr) =z — 2 em Q[z].

e) f(z) =25 — 2%+ 3z —5, g(x) =z + 2 em Zs[z].

f) f(z) =a® — 2 + 3z -5, g(z) = 23 + 2 — 1 em Zs[z].

ATIV. 2.3. Sejam f(z),g(z) € Z[z] e g(z) = bo+biz+- - -+ bpa™
onde by, = 1. Mostre que existem ¢(x), r(x) € Z[z] tais que f(z) =
q(z)g(z) + r(x) onde r(x) =0 ou 0 < deg (r(z) < deg g(x).

ATIV. 2.4. Enuncie e demonstre os teoremas do resto e do fator.

ATIV. 2.5. Seja ¢ : Z]x] — Zy[z] a fungao definida do seguinte

modo:
dlag + a1z + -+ apx™) =ag + a1z + -+ - + apa”.
Mostre que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo de anéis.
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