AULA

Irredutibilidade em Q|x]

META:
Fundamentar a busca de critérios de irredutibilidade em Z|[x] para

mostrar irredutibilidade em Q[x].

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno dever4 ser capaz de:

Definir polinémios primitivos em Z[x].

Enunciar o lema de Gauss.

Mostrar que um polinémio primitivo é irredutivel em Z[z] se e
somente se ¢é irredutivel em Q[z].

PRE-REQUISITOS

As defini¢oes de raiz de polindmio, maximo divisor comum e ele-

mento irredutivel.
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4.1 Introducao

Nesta aula, restringiremos nosso estudo de polinémios ao conjunto
Q[z]. Focalizaremos sobre os elementos irredutiveis. Pela relagao
entre redutibilidade e existéncia de raizes, comecaremos por ca-
racterizar as raizes racionais de um polindmio em Q[z]. Este é
o teste da raiz racional. Na secao 4.2, abordaremos o conceito de
contetido de um polindmio com coeficientes inteiros e provaremos o
resultado fundamental a cerca deste; a saber: o teorema de Gauss.
Na secao que segue, provaremos o lema de Gauss, nosso principal
resultado desta aula. Finalmente, fecharemos a aula colhendo o
fruto de tanto esfor¢o. Concluiremos que irredutibilidade em Q|x]

pode ser obtida por meio de irredutibilidade em Z[x].

4.2 Teste da raiz racional

Seja f(z) = ap + a1z + -+ + apz™ € Z[z] um polinémio de grau

. T . ~ . T
n > 1. Seja —Q uma raiz nao nula de f(x). Podemos assumir —
s s

nos menores termos, isto ¢, MDC (7, s) = 1. Por definigao de raiz,

r T a
f(*)zao—i-al*—i-"'rnf:(].
S S

Sn

Multiplicando ambos os termos da igualdade acima por s™ obtém-

se:
r _ n n—1 n—1 n __
f(=) =aps" + arrs + a1 s+ apr™ = 0.
s
Assim,
n o __ n—1 n—1 n
—aps’ = airs + - rap—17 S+ apr
= r (als”_l + .. an_lr”_Qsanr”_l)
e
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—apa” = aps"+ars" M+ a1 s

= s (a15"_2 + - an_lr"_Z)

As duas ultimas equagoes acarretam r|ags” e s|a,r™. Mas, MDC
(r,s) = 1 implica MDC (r",s) = MDC (r,s") = 1. Logo, r|ag e

slay. Podemos resumir este resultado na forma de um teorema.

Teorema 4.1. (Teste da raiz racional) Seja f(x) = ag + a1z +
<o+ apz™ um polindémio com coeficientes inteiros. Se um niumero
. - r L ~
racional nao nulo — com MDC (r,s) =1 € raiz de f(x), entdo r|ag
s

e slay,.

Exemplo 4.1. As possiveis raizes em Q de f(z) = 22* + 2% —
2122 — 142 +12 sdo da forma L comre {£1,£2,4+3, +4, +6,+12}
s

e s € {£1,+2}. Assim,

r 1 3
© € {12, 23, 54,56, 12, £, £}
s

. L . .
Pode-se verificar que —3 e 5 S840 as tnicas raizes racionais de f(x).

Usando o teorema do fator obtém-se:
1 2
fl@) = (@+3)(@ — ) (22" — 4z - 8).

Exemplo 4.2. As tnicas raizes racionais possiveis do polindmio
f(z) = 23 +42% +2—1sdo £1. Mas, f(1) =5e f(—1) = 1. Logo,
f(z) nao possui raizes em Q. Como deg f(z) = 3 segue que f(x)

¢é irredutivel sobre Q.

4.3 O conteudo de um polinémio

O contéudo de um polinémio nao nulo f(z) = ag+arz+- - apz™ €

Z[z] ¢ o MDC de seus coeficientes. Um polinémio ¢é dito primitivo
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se possui conteido igual a 1.

Notagao: cont(f(z)) = MDC (ag,a;...,an).

O “set up” no estudo do contetdo de polindémios reside no seguinte
fato: se um primo p € Z divide todos os coeficientes de um produto
f(z)g(x) de polindomios em Z|[x] entao p divide todos os coeficientes

de f(z) ou p divide todos os coeficientes de g(z).

Teorema 4.2. (Gauss) Seja p € Z primo e f(x) = ap + a1 +
<o Fapz™ e g(z) = by + bixz + - - - bypx™ dois polindmios em Z[z]
nao nulos. Seja h(z) = f(x)g(z) = co + 12 + -+ Cppma™t™. Se
plei (0<i<n+m) entio pla; (0<i<mn)ouplb; 0<i<m).

Prova: (Redugao ao absurdo) Suponha que existam ig, jo tais
que p fa;, e p fbj,. Sejam a, e by os primeiros coeficientes de f(x)
e g(x) (a contar de ¢g e by), respectivamente, nao divisiveis por p.

Pela escolha de 7 e s, pla; 0 <i < rep|b; 0 < j <s. Entao,

Crys = Aobrys + - ar_1bs11 + apbs + arp1bs 1 + - - arysbo

é tal que p|c,4s por hipotese e plag,...,a,—1,bg,...,bs—1 pela es-
colha de r e s. Logo, p|a,bs. Como p é primo (hipotese) devemos

ter pla, ou plbs, absurdo. O

f(x) = £g(2)h(z) com §(x), h(x) € Z[z], deg §(x) = deg g(z) e

deg 71(37) = deg h(z) . Aplique a lei do cancelamento em dominios

OBS 4.1. Se cf(z) = g(z)h(x), f(z),g(x),h(x) € Zlx], entdo
I

juntamente com o teorema anterior para todos os fatores primos

de c.
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4.4 Lema de Gauss 4

Dados f(z) = 2* — 42® + 62 — 2 e g(x) = 523 + 62 — 3 temos
cont(f) = 1 e cont(g) = 1. Assim, ambos f e g sdo primitivos.

Por outro lado,
f(2).9(x) = 52" — 202° + 62° + 32* + 223 4 362% — 302+ 6

e cont(fg) = 1. Este resultado ndo é mera coincidéncia e sim uma
regra. Se considerarmos dois polindmios primitivos, o produto sera
sempre primitivo. Em outras palavras, a nogao de primitivo é
preservada pelo produto. Este resultado é conhecido como lema

de Gauss.

OBS 4.2. Se a é um inteiro positivo e f(z) € Z[z] entdo
1
cont(af) = a.cont(f). Em particular, se d = cont(f) entao Ef

é primitivo.

Teorema 4.3. (Lema de Gauss) O produto de polindmios
primitivos € um polinémio primitivo. Mais geralmente, o contetido

do produto € o produto dos contetdos.

Prova: Sejam f(x),g(x) € Z[x] primitivos e d = cont(fg).
Queremos provar que d = 1. Suponha d # 1. Existe ao menos
um primo p tal que p|d. Por defini¢ao de MDC, p divide todos os
coeficientes de fg. Pelo teorema 4.2, p divide todos os coeficientes
de f ou p divide todos os coefientes de g. Logo, p | cont(f) ou
p | cont(g), isto é, p|l, uma contradigdo. Assim, d = 1. Para
finalizar, sejam f(x),g(x) € Z polinémios quaisquer e di,da seus

respectivos contetidos. Entao, — f e —g¢g s@o primitivos donde

di do
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1 1 1
(dlf> (d2g> = @fg é também primitivo. Assim,

cont(fg) = cont |:d1d2 <cl11d2fgﬂ

1
= djdg.cont | —
1G2.con <d1d2fg>
= dida.1 = dyds = cont(f)cont(g). O

4.5 Irredutibilidade em Q[z] < irredutibilidade
em Z[z]

A equivaléncia acima precisa de algumas ressalvas. Primeiro, a
nogao de irredutibilidade é relativa e nao absoluta. Por exemplo,
2 ¢ um polindmio irredutivel em Z[z|, mas é unidade em Q[z] e
2z —4 é redutivel em Z[x], mas é irredutivel em Q[z]|. Segundo, um
polindémio com coeficientes em Q[x] ndo pode ser considerado um
polinémio em Z[z]. Deste modo, para a equivaléncia acima fazer
sentido devemos considerar polinémios primitivos.

Seja f(z) € Z[x] primitivo. Obviamente, irredutibilidade em Q|x]
implica irredutibilidade em Z[z] (raciocine por contrapositival).
Suponha f(z) redutivel em Qlz|, isto &, f(x) = g(z)h(x) com
g(x),h(x) € Q[z] e deg g(x), deg h(x) < deg f(x). Existem inteiros
a e b tais que ag(x),bh(z) € Z[x]. Entao, abf(x) = (ag(z)) (bh(zx))
é uma fatoragao de abf(z) em Z[z]. Denotando ¢ = ab e g(z) =
ag(z) e h(z) = bh(x) temos cf(z) = §(x)h(x). Segue da obser-
vacao 4.1 que f(z) = £§(z)h(z) com deg j(z) = deg g(z) < deg
f(z) e deg h(z) = deg h(z) < deg f(z). Assim, f(z) redutivel em

Q[z] implica f(z) redutivel em Z[x]. Temos provado o seguinte:

Teorema 4.4. Um polinémio primitivo em Z[x] € irredutivel em

Z|x] se e somente se € irredutivel em Q[x].
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OBS 4.3. Dado f(z) € Q[z], existe um inteiro ¢ tal que cf(z) € 4
Z[z]. Temos f(z) redutivel em Q[z] se e somente se cf(x) irre-
dutivel em Q[z]. Assim, com respeito a redutibilidade em Q[x]
podemos sempre supor o polinémio em Z[z]. Ademais, como re-
dutibilidade é invariante pela nocao de associados e sobre corpos
sempre existe associado ménico (tnico) podemos também supor
f(x) primitivo. Pelo teorema anterior, f(x) irredutivel em Z|[x]
implica f(z) irredutivel em Q[z]|. Deste modo, se quisermos provar
que um polindémio f(z) em Q[z] é irredutivel (em Q[x]) é suficiente
provar a irredutibilidade em Z[z] de um polinémio primitivo em
Z[z] associado & f(z) em Q[z]. E neste fato que reside a importan-

cia de se elaborar critérios de irredutibilidade em Z[z].

4.6 Conclusao

Por meio do conceito de contetiddo de um polinémio com coeficientes
inteiros, concluimos que o estudo dos irredutiveis em Q[x] esta
incluido no estudo dos irredutiveis em Z[x]. Dai a necessidade de

se obter critérios de irredutibilidade em Z[z].

RESUMO .Ej‘

Teste da raiz racional

Se um ntimero racional 7, MDC(a,b) = 1, é raiz de ag +

a1x + - -+ + apx™ € Zlx| entdo alag e blay,.
O contetido de um polinémio
1. Definigao: cont (ag+ajz+---+a,z™) = MDC (ag, ..., ay).

2. Polinémio primitivo: polinémio de contetdo 1.
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3. Teorema: (Gauss) Se um primo p divide todos os coefi-
cientes de um produto de polinémios entao p divide todos os

coeficientes de um dos fatores.

Lema de Gauss

cont(f(z)g(x)) = cont(f(x))cont(g(x)).

Irredutibilidade em Q[z] versus Irredutibilidade em Z[z]

Para polinémios primitivos vale a equivaléncia
Irredutibilidade em Z[z] < Irredutibilidade em Qlz].
Consequéncia:

Seja f(z) € Q[z] e f(z) seu associado ménico em Z[z].
Entéo, f(z) irredutivel em Z[z] implica f(z) irredutivel

em Qlz].

PROXIMA AULA

Seguindo a motivagdo dos resultados obtidos nesta aula, buscare-

mos critérios de irredutibilidade em Z[zx].

ATIVIDADES

ATIV. 4.1. Use o teste da raiz racional para escrever cada polindmio

como um produto de polinémios irredutiveis em Q|x].

a) 3x° 4 22* — 723 + 222
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b) 2z* — 523 4 322 + 42 — 6.

ATIV. 4.2. Mostre que ,/p ¢ irracional para cada p primo.

ATIV. 4.3. Mostre que todo polinémio nao nulo f(z) € Q[x]
pode ser escrito de maneira tnica na forma f(z) = ¢f(z) com
c e Qe f(z) € Z(z) primitivo. Conclua que todo polinémio em

Q[z] possui um tnico associado moénico em Zx].

ATIV. 4.4. Seja f(x) € Z(x) primitivo. Mostre que se f(x) é

redutivel em Q(z) entao f(x) é redutivel em Z(z).
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