AULA

Critérios de irredutibilidade
Em Z|x]

META:
Determinar critérios de irredutibilidade em Z[z] para mostrar ir-

redutibilidade em Q[z].

OBJETIVOS:
Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:
Aplicar os critérios de irredutibilidade para determinar se um dado

polinémio com coeficientes inteiros ¢ irredutivel em Q[z].
PRE-REQUISITOS

A definicdo de isomorfismo de anéis e a no¢ao de polindmio irre-

dutivel.
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5.1 Introducao

Considere f(z) = z* — 52% + 1 € Q[z]. Vamos testar a redutibi-
lidade de f(z) em Q[z]? Pela aula anterior, é suficiente testarmos
a redutibilidade de f(z) em Z[z]. As possiveis combinagoes dos
graus para fatoragoes de f(z) sao da forma 1.1.1.1, 1.1.2, 1.3 e 2.2.
As trés primeiras implicam (pelo teorema do fator) na existéncia
de pelo menos uma raiz racional. Pelo teste da raiz racional, as
tnicas possiveis raizes de f(z) em Q[z] sao 1,—1. Mas, f(1) =
f(=1) = =3 # 0. Logo, f(x) nao possui raizes em Q e, portanto,
nao possui fatores de grau 1. Deste modo, a Unica maneira de

fatoragao para f(z) seria na forma
f(z) = (agz® + arz + ag) (b + byz + by), ag,a1,bo, by € Z

No entanto, f(x) é ménico e isto acarreta ag = by = 1 (vocé

consegue enxergar isto?). Assim temos:
f(@) = (2* + a17 + ap) (z® + bz + by).
Efetuando este produto obtemos:
4 (a1+b1) 3+ (ag+arby+bo )%+ (ar1bo+aoby ) z+agby = 2 —5x2+1
Da igualdade de polinémios, obtemos o seguinte sistema em Z:
a1+b1=0 ag+aibi +by=-5 aibg+apbi =0 agby =1

Mas, agbg = 1 em 7Z acarreta ag = bg = 1 ou ag = bg = —1 e

a1 + by = 0 acarreta a; = —by. Entao, da equagao
ap + arby +bp = —5
podemos concluir que

a2—1-1=5 ou a?+14+1=5
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donde a? = 7 ou @ = 3. Como ndo existem inteiros cujo quadra-
dos sdo 3 ou 7 segue a impossibilidade de fatorar f(x) em Z[z].
Assim, f(z) é irredutivel em Z[z], logo também em Q]z].

Observe, prezado aluno, que a tarefa de caracterizar irredutibili-
dade pela definicao é impraticavel. Por exemplo, vocé saberia dis-
cutir a irredutibilidade do polinémio z'7+6x'3 —152*+322—9zx+12
em Q[z]? Imagine quantas combinages possiveis existem para se
fatorar tal polinomio. Felizmente, existem critérios muito eficazes
para nos auxiliar nesta tarefa. E o que nos ensina os critérios de

irredutibilidade a seguir.

5.2 Critério de Eisenstein

Seja f(z) = ap + a1z + ...axx™ € Z[r] ndo constante. Suponha
que existe um primo p € Z tal que plag, . . ., plan_1, Pt an € p? { ag.
Vamos mostrar, nestas condi¢oes, que f(x) é irredutivel em Q]z].
Seguiremos o raciocinio por reducao ao absurdo. Suponhamos f(x)
redutivel em Q[z] e um primo p nas condigdes acima. Pela aula

anterior, f(x) admitiria uma fatoragao em Z[z], digamos
flx)=(bo+brx+---+bz")(co+ crx + -+ csx®)

com b;,c; € Z,1 <r <nel<s<n. Temos a seguinte sequéncia

de implicagoes:

1. plag, ap = boco e p primo = p|by ou p|cy. Podemos supor

p|bo-
2. ptap, ap =brcs = p1b. eptcs.

3. p*fap, ag = cobo e plbo = p 1 co.
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4. plby e pt b, = existe um menor inteiro k, 1 < k < r, tal que

P 1Dk

O inteiro k, determinado no item 4, tem a seguinte propriedade:
plbi, 0<i<k, e ptby
com 1 < k <r <n. Desde que
ap =boc +bick—1+ -+ br_1c1 + brco
temos
brco = ap — bocy, — bicg—1 + -+ — bp_1c1 (5.5)

Mas, plar (k < n) e plb;, para i < k. Entao p divide cada parcela
do membro direito da equagao 5.5 e, portanto, p|bgcg. Isto implica
plb e p|co, um absurdo. Este resultado ¢ conhecido como critério

de Eisenstein. Segue o enunciado em forma de teorema.

Teorema 5.1. (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = ag + a1z +
-+ apz™ € Z[z] nao constante. Se existe um primo p € Z tal que
plao,. . ,plan_1, ptan e p*tag, entio, f(x) € irredutivel em Qlx].
Il

Exemplo 5.1. O polinémio x!7 4+ 6x'3 — 1524 4+ 322 — 92+ 12 dado
na introdugao é irredutivel em Q[z] pelo critério de Eisenstein para
p = 3. Os polinémios da forma z™ — p sao irredutiveis pelo critério

de Eisenstein para p primo.

5.3 Critério Z,|x]

Embora o critério de Eisenstein seja bastante eficiente, existem
muitos polindmios para os quais o critério nao se aplica. Por

exemplo, f(z) = 2° + 8x* 4+ 322 + 42 + 7. Neste caso, precisamos
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desenvolver um novo método. Para todo inteiro n esta definido o

homomorfismo de anéis de polinémios
pn : Zlz] — Lnlx]

em que para cada polinémio f(z) = ag + a1z + -+ - a,a” associa
o polinémio ¢,(f(x)) = ap + a1z + --- + a,z" onde @; denota a
classe de equivaléncia de a; no anel quociente Z,. Usaremos este
homomorfismo para p primo. Assim, o anel quociente Z, ¢ um
corpo e podemos entao aplicar toda a teoria desenvolvida até aqui
para anéis polinomiais sobre corpos.

Seja f(z) = ap + a1z + -+ -apa™ € Z[z] de grau n. Considere
um primo p tal que p { a,. Entdo, ¢p(f(x)) é um polindémio em
Zy|z] de grau n visto que @, # 0 pois p { a,. Vamos mostrar
que se pp(f(x)) é irredutivel em Zp[z] entdao f(z) é irredutivel em
Z[z]. Usaremos a contrapositiva. Se f(z) é redutivel em Z[x] entao
f(z) = g(x)h(z) com g(x), h(x) polindmios nao constantes em Z|x]
de graus menores do que n, digamos r e s, respectivamente. Se
by e cs sao os coeficientes lideres de g(z) e h(z), respectivamente,
entdo a, = by.cs. Como p { a,, entdo, p{ b, e p t cs. Assim, b,
e C; sdo nao nulos em Z,. Entdo, deg ¢,(g(z)) = deg g(z) e deg
pp(h(z)) = deg h(z). Como w,(f(x)) = ¢p(g(x))pp(h(x)) segue
que ¢, (f(z)) é redutivel em Zy[z]. Temos demonstrado o seguinte

resultado:

Teorema 5.2. Seja f(x) € Z[z] um polindmio nao constante e
seja p um primo que nao divida o coeficiente lider de f(x). Se
op(f(x)) € irredutivel em Zy[x] entdao f(x) € irredutivel em Q[x].

]

Exemplo 5.2. Vamos mostrar que f(z) = 2° +8z* +32% +42 +7
é irredutivel em Q[x]. Para p = 2 temos @o(f()) = 25 + 22 + 1.
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©p(f(x)) ndo admite fatores lineares em Zs[z|, pois ndo possui
raizes em Zo (verifique isto). Os tunicos polinémios de grau dois
em Zs[z] sdo 2%, 22 + x, 22 + 1 e 22 + x + 1 e nenhum destes
divide ¢, (f(z)) (use o algoritmo da divisao para verificar isto!).
Assim, f(x) também nao admite fatores quadraticos em Zs[x].
Finalmente, ¢,(f(z)) também nao admite fatores de grau 3 e 4
pois se tivesse o outro fator seria de grau 2 ou 1, que é impossivel.
Logo, ¢p(f(z)) é irredutivel em Zs[x]. Pelo teorema 5.2 f(x) é

irredutivel em Q[z].

5.4 Critério f(z + ¢)

Seja f(z) € k[z] e c € k. A aplicagao VU : k[z] — klz|, U(f(x)) =
f(z+c), define um isomorfismo. Assim, f(x) é irredutivel em k[z]
se e somente se V(f(z)) = f(z + ¢) é irredutivel em k[z]. Em

forma de teorema:

Teorema 5.3. Seja f(x) € k[z], k corpo, e c € k. Se f(x +¢) é

irredutivel em kx| se e somente se f(x) € irredutivel em k[z]. O

Tal critério aparentemente nao traz nehuma luz a caracterizagao da
irredutibilidade de um polinémio. Mas, ele aplicado em conjunto
com outros critérios pode ser bastante tutil. Por exemplo, considere
f(z) = 2 +42+1 € Q[z]. Temos f(x+1) = (z+1)*+4(z+1)+1 =
xt 4 423 4 622 4 82 + 6 irredutivel pelo critério de Eisenstein para
p = 2. Logo, 2* + 4z + 1 ¢é irredutivel em Q[z]. Prezado aluno,
vocé pode fazer o teste de irredutibilidade tentando fatorar tal
polinémio como foi feito na introducao a esta aula e verificar qual
dos dois métodos é o mais trabalhoso. Outro exemplo segue na

secao a seguir.
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5.5 O polinémio ciclotémico ®,(z), p primo

Em matematica, a palavra ciclotomia remonta ao problema histori-
co de dividir o circulo em um dado ntimero de partes iguais ou,
equivalentemente, de construir poligonos regulares com régua e
compasso. E conhecido que um poligono regular de n lados é
construtivel (isto significa com régua e compasso) se e somente se
¢(n) é uma poténcia de 2. Lembramos que ¢(n) denota a fungao
phi de Euler em n € Z>g e corresponde a quantidade de inteiros
positivos < n relativamente primo com n. Na teoria de grupos,
¢(n) é a ordem do grupo multiplicativo das unidades de Z,,. Pode-
se mostrar que ¢(n) é uma poténcia de 2 se e somente se n =
2"py -+ -pp com p; = 22" 4+ 1 primo para todo i = 1,...,7. Os
primos da forma 22” + 1 sdo chamados primos de Fermat (1601-
1665). Fermat conjecturou que todos os ntimeros da forma 22* 4 1
sdo primos. De fato, 22° +1 é primo para ¢ < 5, mas Euler (1707-
1783) mostrou em 1732 que 92" 41 = 641x6.700.417. Na literatura

corrente consta que até o momento nao se conhece nenhum primo

de Fermat para ¢ acima de 4.

A relacao da ciclotomia com nossa aula consiste no fato que dividir
o circulo em n arcos iguais é equivalente & construgao com régua
e compasso da n-ésima raiz complexa da unidade. Um ndmero
complexo ( = a + bi é dito construtivel se o ponto do plano com-
plexo (a,b) é construtivel com régua e compasso. Sabe-se que um
complexo ¢ é construtivel somente se o corpo Q[¢] possui como
dimensao vetorial sobre Q uma poténcia de 2. A dimensao veto-
rial de QI[(] sobre Q é chamada grau pelo fato de coincidir com o
grau do polinémio moénico irredutivel sobre QQ tendo ¢ como raiz.
Denota-se por [Q[¢] : Q] o grau de Q[¢] sobre Q. Se ¢ = exp%

é uma n-ésima raiz complexa da unidade entao [Q[C] : Q] = ¢(n).
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A prova deste resultado é nao trivial e precisa antes de mais nada
determinar o polinémio minimo de . Tal polinémio é chamado o
n-ésimo polinémio ciclotémico e denotado por @, (z).

Se ( = exp% ¢ uma n-ésima raiz da unidade entdo (" = exp®™ =
1 donde  é raiz do polinémio 2" —1 = (z—1)(2" ' 4+2" 24 .. 2+
1). Se ¢ # 1 entdo ¢ é raiz do polinémio "1 4+ "2 + ...z + 1.
Quando n = p é primo, ¢(z) = 2P~ +2P~2 4 ... 2+ 1 ¢ irredutivel
sobre Q e portanto é o p-ésimo polinémio ciclotémico ®,(z). De

xp [e—
fato,

1
T = q(x). Assim,

(x+1)P -1
1) = ——
alw +1) r+1-1
p p
P + aP g4 r+1-1
p—1 1
B x
P + b oPh x
p—1 1
B x
— xp—l_'_ ij_2+ +
p—1

. . p .
Como p divide para todo r, 0 < r < p, segue pelo critério
T

de Eisenstein que q(z) = 2P~! + 2P~2 + ...z + 1 é irredutivel.

5.6 Conclusao

Embora nao exista um método geral para determinar irredutibili-
dade em Q[z], conseguimos, por meio dos critérios elaborados nesta
aula, caracterizar a irredutibilidade de certos tipos de polinémios.

O principal critério é o de Eisenstein. Eles sdo de extrema utilidade
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tanto na teoria dos corpos quanto na teoria de Galois.

RESUMO .DA

Seja f(x) = ap+a1x+---+apz™ € Z[z] ndo constante.

Critério de Eisenstein

Se existe um primo p € Z tal que plag,. . .,p|an—1, 01 an

e p>{ ag entdo f(z) é irredutivel em Qlx].
Critério Z,|x]

Seja f(x) € Z[z] um polindmio ndo constante e seja p
um primo que nao divida o coeficiente lider de f(x). Se
¢p(f(x)) é irredutivel em Zy[z] entao f(z) é irredutivel

em Q[z].
Critério f(z + c¢)

Seja f(z) € k[z], k corpo, e ¢ € k. Se f(x +¢) é

irredutivel em k[x] entdo f(x) é irredtivel em k[z].

O polindémio ciclotémico ®,(x), p primo

Op(x) =aP P4 f a1

PROXIMA AULA

Na proxima aula iniciaremos a segunda fase do curso. Serd uma
aula de transicao entre o estudo de polinémios e a teoria de corpos.
Estudaremos os anéis quocientes obtidos por meio de ideais em
k[z]. E muito importante que vocé ganhe maturidade na estrutura
de tais anéis, pois sera a teoria que daré suporte & toda teoria dos

corpos vista neste curso.
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ATIVIDADES

ATIV. 5.1. Mostre que os seguintes polinémios f(x) € Z[x] séo

irredutiveis sobre Q|z].

a) f(x) =a* + 223 + 222 + 22 + 2.

c) f(x) =2%+15.

d) f(z) =23+ 622 + 5z + 25.

e) f(z) =a*+82%+ 2%+ 2z +5.

f) f(z) = 2* + 1023 + 2022 + 30z + 22.

ATIV. 5.2. Determine quais dos seguintes polindmios sao irre-

dutiveis sobre Q.

a) 3 —x+1 b) x3 4 22 + 10
c)x® -2z + x4+ 15 d) z* + 2
e) xt —2 flat—z+1

ATIV. 5.3. Determine quais dos seguintes polinémios sobre os

seguintes corpos K sao irredutiveis:

a) 27 + 2223 + 1122 —442+33 |, K=Q
b) 3 — 72?4 3z + 3 , K=Q
c)zt =5 . K =177
d) 23 -5 , K =171

LEITURA COMPLEMENTAR



Estruturas Algébricas 11

AULA

CLARK, Allan, Elements of abstract algebra. Dover, 1984
GONCGALVES, Adilson, Introdugéo a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.

81

5



