AULA

Anéis quocientes k|x]/I

META:
Determinar as possiveis estruturas definidas sobre o conjunto das
classes residuais do quociente entre o anel de polinémios e seus

ideais.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno dever4 ser capaz de:

Reconhecer as estruturas de anel e espago vetorial do conjunto
quociente k[z]/I.

Caracterizar uma base de k[z|(f(z)) como um espago vetorial so-
bre o corpo k.

Reconhecer a classe T em k[z]/(f(z)) como uma raiz do polinémio
f(@).

Usar o processo de adjungao de raizes para determinar corpos de

raizes de alguns polinémios.
PRE-REQUISITOS

As seguintes nocgoes de algebra linear: espaco vetorial, dependéncia

e independénica linear, base e dimensao.
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6.1 Introducao

Seja A um anel e I C A um ideal. A relagdo de congruéncia
modulo o ideal I (¢ = b < a — b € I) define uma relacao de
equivaléncia em A. A classe de equivaléncia de um elemento a
¢ oconjuntoa = {a+b:b¢€ I} =a+ 1 O importante na
definicao de congruéncia é que usa apenas a estrutura aditiva de
A. Sendo (A, +) um grupo abeliano, (I,+) é um subgrupo normal
de A. Assim, o quociente A/I é grupo aditivo com a operagao
@+b=a+b A operacio a.b = a.b define uma multiplicacio
em A/I. O anel (A/I,+,.) ¢ chamado anel quociente ou anel de
classes residuais modulo I. Se A é comutativo com identidade 14
entao A/I é comutativo com identidade 14. Sao fundamentais os

seguintes resultados:
1. A/I é dominio se e somente se I ¢ ideal primo.
2. A/I é corpo se e somente se I é ideal maximal.

3. Em um dominio de ideais principais (DIP), ideais primos sao

MmAaximos.

6.2 Exemplos
Exemplo 6.1. Em Z|x],
> +r+1=2+3 modz+2

pois 22 +x+1—(v+3) =22 -4=(x-2)(x+2) € I, [ = (x+2).

Exemplo 6.2. Vamos mostrar que Zs[z]/(2? + x + 1) é um anel
com exatamente 4 elementos. Seja f(z) € Zs[z]/(z? + x + 1).
Entao f(z) € Zz[x] e pelo algoritmo da divisdo existem tnicos

q(z),r(x) € Zs[x] tais que f(z) = q(z)(x®>+z')+r(x) onde r(z) =
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0ou0 < degr(r)<2. Assim, r(z) =axr+b paraa,b € Zy. Deste
modo, para toda classe f(z) existe um representante de grau 1

ar + b € Zsx] tal que f(r) = ax +b. Vamos mostrar que este

representante é tinico. De fato, ax +b = cx + d implica ax + b —
(cx+d)=(a—c)zr+b—d=q(x)(2>+2+1). Seaxr+b#cx+d
entao segue da ultima igualdade que 1 > deg ((a — ¢)z + b — d)
= deg q(x)(z® + x + 1) > 2, contradigdo. Logo, ax +b = cx + d.
Assim, Zs[z]/(z? + 2+ 1) = {ax +b : a,b € Zy}. Pela unicidade
da representacao de uma classe por polinémios de grau 1 podemos
omitir as barras e simplesmente escrever Zs[z]/(z% + x + 1) =
{ax +b : a,b € Zs} que é um anel com 4 elementos: 0, 1, =
el+a2 Note que z(z+1) =224+ =x+1+2 = 1, pois
2?2 = 2+ 1 em Zs[z]/(2® + x + 1). Assim, toda classe ndo nula
possui inverso multiplicativo e, portanto, Zs[x]/(z? + 2 + 1) é um
corpo. Prezado aluno, se vocé nao percebeu, z2+xz+1 é irredutivel
em Zs[x] logo gera um ideal primo. Sendo Zs corpo, Zs|x] é DIP
e, portanto, primos sao maximais. Logo, (xQ + x + 1) é maximal

donde Zs[x]/(2? + x + 1) & corpo.

6.3 O anel quociente k[z|/I

Seja I C k[z] um ideal ndo nulo. Sendo k[z] um DIP entao I =
(f(X)) para algum f(z) = 2" + a,_12" 1 + - a1z + ag (por qué
monico?). Se I é trivial, isto é, nulo ou gerado por uma unidade
(constantes nao nulas) entao k[z]/(0) = k[z] ou k[z]/(1) = (0)

(anel nulo). Vejamos o caso nao trivial. Neste caso,

n= deg f(x) >0
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e o exemplo 6.2 nos diz como procedermos. Por definigdo de anéis

quoclentes,

klz)/(f(x)) = {g(2) : g(x) € k[z]}

onde g(x) = {g(z) + h(x) : h(x) € I} = g(x) + I.

1. Dado g(z) € k[z]/I, o algoritmo da divisao em k[z] nos

fornece tnicos q(z),r(x) € k[z] tais que

9(x) = q(x) f(x) +r(z)
com r(z) =0 ou 0 < deg r(z) < n. Assim,

1

T(l’) = bnfllL‘n_ + -+ bl:L' + bo

é um polinémio de grau <n —1e

9(x) = q(x) f(x) +r(z)
= q()f(z) +r(z)
()

I
<

Portanto, toda classe g(z) € k[x]/I possui um representante

de grau <n — 1.

2. Suponhamos que 71(z),m2(z) € k[x] sejam dois represen-

tantes de grau < m — 1 para uma mesma classe g(x) €

klz]/I. Entao r(z) = g(z) = ro(x) donde r(z) — ro(x) =
r1(z) —ro(z) = 0. Se ri(x) # r2(x) entdo

ri(x) = ra(x) = q(x) f(2)

e isto é uma contradigdo, pois o grau a esquerda é sempre

< n—1eo grau adireita é sempre > n. Assim, ri(z) = ro(x).
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3. Seja k = {a : a € k} C k[z]/I o conjunto das classes dos 6

polindmios constantes em k[z]. A aplicacao
m, k—k[z]/I, aw—a

define um homomorfismo de nicleo nulo (verifique isto!) cuja
imagem ¢é o conjunto k. Pelo teorema fundamental do iso-
morfismo, k ~ k. Deste modo, podemos fazer a identificacio
@ := a para cada a € k e obtermos a inclusao k C k[z]/I.
Tal inclusdo preserva toda a estrutura do corpo k dentro
de k[z]/I e isto caracteriza uma extensao de anéis. Assim,
klz]/I é uma extensao do corpo k (de anéis!) na qual a classe
T satisfaz a relacao

"+ a, 1T a1 T +ag =0 (6.6)

Para ver isto, observe a seguinte sequéncia de igualdades:

T4+ ap T daTrag = 2"+ ap 2" 4 f
a1 + ap
= fl@)=0=0.

OBS 6.1. De 1) e 2) acima segue que

kla]/(f(x)) = {r(z) : degr(z) <n—1}
= {bp+ - +ecp1z™ !t : b €k}

= {50 -1—51%4-----1-5”_15”_1 : biEk‘}

Por 3), podemos omitir as barras sobre as classes dos elementos de

k e assim obtemos:
klz]/T = {bo + 1T+ --- + b, 17" ' : b; € k}
Note que as expressoes

bo+b1T+ -+ b7 !
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sdo combinacdes lineares de 1,7,...,7" ' € k[z]/I com coefi-
cientes em k. Além disso, (k[z]/I,+) é um grupo aditivo abeliano
(é anel!) e com respeito & multiplica¢do por elementos de k ¢ dis-

tributivo, associativo e 1.g(z) = g(z). Isto define uma estrutura
de espaco vetorial de k[z]/I sobre k tendo 1,Z,...,Z" ! como con-
junto de geradores. Pela unicidade das expressoes em grau n — 1

segue a independéncia linear de tal conjunto. Assim,

é um conjunto de geradores linearmente independentes. Logo, é
uma base de k[z]/I como um espago vetorial sobre k com n ele-

mentos. Entao,
dimgk[z]/I =n = deg f(z)

onde a expressao acima denota a dimensao de k[Z] sobre k.

OBS 6.2. Este procedimento ¢ uma forma de construir espacos
vetoriais de dimensao finita arbitraria tendo ainda uma estrutura
adicional de anéis. Tal estrutura hibrida é o que se chama de k-
algebra. Sobe tal aspecto, k[z]/I é uma k-algebra gerada por T e
isto é denotado por k[Z]. Assim, temos a igualdade de notagoes
klx]/I = k[z]. Em geral, uma k-algebra finitamente gerada por
g1, .- -, gr € denotada por k[g1, ..., g,] e chamada k-algebra de tipo
finito. Tal linguagem significa dizer que k[g1,...,gr] € um anel
contendo k como subanel e tendo adicionalmente uma estrutura de
k-espago vetorial. Um elemento em k[g1, ..., g,] € uma expressao
polinomial em ¢y, ..., g, com coeficientes em k.

OBS 6.3. A relagdo 6.6 ndo somente nos fornece uma dependéncia

"~1 sobre k como também nos diz que f(z) = 0.

linear de 1,Z,...,7
Assim, T é uma raiz do polinémio f(z). Deste modo k[z]/I = k[Z]

¢ uma extensao de k contendo uma raiz de f(z) € k[z]. No caso em
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que k[Z] é um corpo, este procedimento de construcao de raizes de 6
polinémios chama-se adjuncao de raizes. Isto constituird o cerne
da teoria de extensoes de corpos nas aulas subsequentes. Por isso,
precisamos saber quando k[z]/I é corpo e isto é o que nos motiva

para a proxima secao.

6.4 A estrutura de k[z]/(p(x)) quando p(x) é ir-

redutivel

Considere os seguintes fatos ja vistos:
1. k[z] é DIP (teorema 3.3).
2. Polinomios irredutiveis em k[z] sdo elementos primos (Lema 3.2).
3. Elementos primos geram ideais primos.
4. Em um DIP ideais primos sao ideais maximais.

5. O anel quociente A/I é corpo se e somente se I e ideal

maximal.

Conclusao:
p(z) € klz] irredutivel = k[z]/(p(x)) corpo.

OBS 6.4. Vale a reciproca da implicagao acima. Veja atividade 6.1.

Exemplo 6.3. O polinémio p(x) = 22 + 1 é irredutivel em R[z],
pois é de grau 2 e nao tem raizes reais (R é um corpo ordenado).
Assim, o anel quociente R[z]/(22+1) é corpo. Pela observagio 6.1,
Rlz]/(x?> + 1) = {a + bT : a,b € R} com a + bT = 0 se e somente
sea=>b=0. Em R[z], z2 + 1 = 0 donde 72 = —1. Deste modo, a
aplicagao ¢ : R[z] — C, a 4 bT — a + bi define um isomorfismo de

corpos com ¢(a) = a para todo a € R.
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6.5 Adjuncao de raizes

Na segao 6.3, mais precisamente na observacao 6.3, foi exibida a
nogao de adjungao de raizes. Seja dado um polindémio f(z) € k[z].

O método de adjungao de raizes consiste nos seguintes passos:

Passo 1 Considere um fator irredutivel p(x) de f(x) em kx]

(existe, pois k[z] ¢ DFU).

Passo 2 O anel quociente k[z]/(p(x)) = k[Z] é um corpo con-
tendo k ( extensao de k) tendo T como raiz de p(z) (ver
observacao 6.3). Como p(z)|f(x) entdo T é também raiz de
f(@).

Passo 3 Denotando T := «aj temos k C k[aj] com «; raiz de
f(z) € (k[a1])[z] ( os coeficientes de f(x) estdo em k[a]).
Pelo teorema do fator, podemos escrever f(z) = (z—a1)™q1(z)
com q1(z) € k[ai][z] de grau < f(x) e g1(a1) # 0. Aplicando
os Passos 1 e 2 agora para ¢; (z) obtemos um fator irredutivel
p2(x) € (klau])[z] de modo que o corpo (k[au])[z]/(p2(z))
contém ko] com T := v umaraiz de pa(x). Logo, k[aq][as] =
klaq, ag] € um corpo contendo k|| (logo k) e as raizes aq, o

de f(x).

Passo 4 Em k[ag, as] temos f(z) = (x — a1)™ (z — ag)®q2(x),
com @q2(c;) # 0,4 = 1,2. Repetindo o Passo 3 obtemos um
polinémio irredutivel p3(z) € k[ai, as][z], com deg p3(z) <
deg qa(x) < deg p2(x) tal que f(x) = (r—a1)™ (x—ag)*2(x—
a3)®qs(z) € klan, ao][z]/(p3(x)) = ka1, ag, as], a3 =T em
klon, as][z]/(ps(2)) e g3(aq) # 0, i =1,2,3.

O procedimento acima termina apés um nimero finito de passos

(no maximo em 7 passos) com

J(@) = (@ —a1) - (z = ) € Klar, az, -, ay]la]
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OBS 6.5. O corpo k[ag, g, -+ ,a,] é o menor corpo contendo
todas as raizes de f(x) e é chamado o corpo de raizes de f(x).
As raizes aq,---,q, s@o todas distintas e os expoentes a;’s sao
chamados multiplicidades da raiz «;. Além disso, em geral nao
$20 necessarios n passos para se chegar ao corpo de raizes de um
polinémio de grau n. As vezes, apenas um & necessario.

Exemplo 6.4. Seja p € Z um primo. Entdo, f(z) = 22 —p
¢ irredutivel em Q[z]. Assim, Q[z]/(2? —p) = Qa], a = T €
Q[z]/(2? —p) é uma raiz de 22 —p. Como —a € Q|a] é a outra raiz
de 22 — p segue que 72 —p = (v — a)(z + a) € Q[a][r]. Denotando

a por /p, segue da observagao 6.1 a seguinte igualdade:
Qvp] ={a+by/p : a,beQ}.
Ql[/p) ¢ o corpo de raizes de 22 —p sobre Q pois Q[,/p] = Q[\/p, —/D]

¢ o menor corpo contendo @ e as raizes de 2% — p.

6.6 Conclusao

O anel quociente k[z]/I, I # (0), possui uma estrutura de espago
vetorial sobre k de dimensao finita e igual ao grau do polinémio
gerador de I. Isto possibilita a integracao da teoria dos anéis com
algebra linear. Subjacente & estas duas esta a estrutura de corpo
do anel k[z]/I quando I é gerado por um polinémio irredutivel.
Toda esta confluéncia de estruturas em um sb6 objeto algébrico,
ja tornaria o anel quociente k[z]|/I interessante por si s6. Mas, o
fato de conter uma raiz do polinémio gerador do ideal I confere ao

mesmo o estatus de principal objeto algébrico.

RESUMO
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Dado f(x) € k[x] nao constante, eis o que se pode dizer a respeito

do anel quociente k[x]/(f(x)):

1.

Elx]/(f(z)) é um anel contendo o corpo k.

. klz]/(f(x)) = k[Z] é espago vetorial sobre k de dimensao
finita n = deg f(z) com base 1,7,72,...,7" L.

. A classe T € k[z]/(f(x)) é uma raiz do polindémio f(x).

. Se f(z) ¢ irredutivel sobre k[z] entdo k[x]/(f(x)) ¢ um corpo

contendo k e a raiz T de f(z).

. Se f(x) é irredutivel entao k[z]/(f(z)) = k[Z] é o menor

corpo contendo k e a raiz o =T de f(x).

. O processo acima de passar ao quociente k[z]/(f(x)) para

determinar o menor corpo contendo k e uma raiz de f(z) é

chamado de adjuncao da raiz T ao corpo k.

A iteragdo do processo de adjuncgdo de raizes determina o
menor corpo contendo k e todas as raizes do polinémio f(x).

O corpo assim obtido é chamado corpo de raizes de f(z).

PROXIMA AULA

Iniciaremos o estudo de teoria dos corpos, pré-ambulo & teoria de

Galois. Usaremos os conhecimentos obtidos nesta aula sobre os

anéis quocientes para nos auxiliar nesta tarefa.

ATIVIDADES
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ATIV. 6.1. Seja k um corpo. Mostre a equivaléncia entre as 6

seguintes afirmagoes:

i) p(z) é irredutivel em k[z].

ii) k[z]/(p(x)) é um corpo.

iii) k[z]/(p(x)) € um dominio de integridade.
Sugestao: Use os seguintes fatos conhecidos:

a) Corpos sao dominios.

b) A/I é dominio < I é ideal primo.

b) A/I é corpo < I é maximal.

c) A DIP = (I ideal primo < I ideal maximal).

d) k corpo = k[z] DIP.

e) k corpo = irredutiveis em k[z] sdo elementos primos (logo,

geram ideais primos).

ATIV. 6.2. Seja p € 7Z primo. Mostre que se p(x) € Z,[x] é
irredutivel de grau n entdo Zy[z]/(p(z)) é um corpo contendo Z,

com p" elementos.

ATTV. 6.3. Considere o conjunto
QV2] = {ao + a1V2 + -+ a,(V2)" : a; € Q,n € Zxo}.

Mostre que Q[v/2] é um subcorpo de R como segue. Defina a
funcao

¢ : Q2] = R, f(z) — o(f(z)) = f(V2).

i) Mostre que ¢ é um homomorfismo com conjunto imagem

Q[v2].
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ii) Mostre que Ker ¢ = (22 — p).

iii) Use o teorema fundamental do isomorfismo para concluir que

Qlz]/(=* - p) = QIV2].

iv) Caracterize a irredutibilidade de 2% — 2 e conclua que o anel

2

quociente Q[z]/(z* — p) é corpo. Do isomorfismo acima,

Q[v/2] é um corpo contido em R.

v) Mostre que se K é um subcorpo de R contendo Q e /2 entéo
K contém Q[v/2]. Conclua que Q[v/2] é o corpo de raizes de
x% — 2 sobre Q.

vi) Mostre que todo elemento de Q[v/2] se escreve de maneira

tnica na forma a + byv/2, com a,b € Q e, portanto,

Q2 ={a+bvV2 : a,becQ}
vii) Determine o inverso de um elemento nio nulo a + bv/2 €

Q[v2]

viii) Determine a dimensdao de Q[v/2] como um espaco vetorial

sobre Q.
ATIV. 6.4. Mesma questao anterior para
Q[V3] = {ao + a1V3+ -+ an(V3)" : a; € Q,n € Z>p}.
ATIV. 6.5. Mostre que Q[v/2] e Q[v/3] ndo sdo corpos isomorfos.

Sugestao: Suponha que exista um isomorfismo ¢ : Q[\/i] —

Q[v/3]. Mostre que w(%

©(v2) = V2 € Q[V3]. Mostre que isto é uma contradi¢io por
mostrar que v/2 & Q[v/3].

) = % para todo % € Q. Conclua que



Estruturas Algébricas 11 AU LA

ATIV. 6.6. Mostre que Zs[z]/(23 + 2 + 1) ¢ um corpo contendo 6

todas as trés raizes de 23 + x + 1.

ATIV. 6.7. Racionalize a fracao

1
14+ 2+ V4
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