AULA

Extensoes de Corpos

META:

Determinar as nogoes e fatos basicos da teoria dos corpos.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Definir: Caracteristica de corpos, extensao de corpos, grau de uma
extensdo, extensao finita, extensao finitamente gerada, extensao
simples, elemento algébrico e transcendente, polinémio minimo,
corpo de raizes de um polinémio, extensao algébrica e corpo alge-
bricamente fechado.

Determinar a caracteristica de um corpo.

Expressar uma extensao simples k[a] como um quociente k[z]/(p(z))
em que p(z) é o polinémio minimo de «.

Determinar uma base vetorial de uma extensao algébrica simples.
Determinar as operacoes adi¢ao e multiplicagao para extensao al-
gébricas simples.

Determinar o inverso de um elemento dado em uma extensao al-

gébrica simples.

PRE-REQUISITOS
Observagao 6.1 e secao 6.4 da aula 6.
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7.1 Introducao

Iniciaremos o estudo de extensoes de corpos. Na primeira segao,
sao listadas todas as definicbes basicas que iremos precisar. E
muito importante que vocé interiorize tais defini¢bes. Sem elas em
mente fica impossivel acompanhar o restante do curso.

Nas se¢oes que seguem, veremos alguns exemplos e os principais
fatos sobre o tema.

A fim de tornar mais dindmica a exposicdo do assunto, as provas
dos fatos sao dadas em uma secao a parte em forma de exerci-
cios resolvidos. Desta maneira, os resultados tornam-se proble-
mas tedricos que precisam ser resolvidos e vocé esté convidado a
resolvé-los antes mesmos de ver a solucao. Este modo ativo de

estudo forcara vocé a relacionar as idéias sobre os assuntos anteri-

ores. Bons estudos!

7.2 Glossario

Ao longo desta sec@o, F' denotara um corpo.

Caracteristica de corpos A caracteristica de um corpo F, de-
notado por Ch F', é o gerador nao negativo do homomorfismo

de grupos (anéis)
p:Z—->Fn—nlp=1p+---1f.
—_——
n parcelas

Em outras palavras, a caracteristica de um corpo é zero ou

o menor inteiro positivo n tal que n.1p = 0.

Subcorpo primo O subcorpo primo de um corpo F' é o subcorpo

de F' gerado pela identidade multiplicativa 1p.
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Extensao de um corpo Um corpo K é dito uma extensao de F'
se K contém F' como um subcorpo. Notacao: FF C K. O

corpo F' é chamado de corpo base da extensao F' C K.

Grau de uma extensao O grau de uma extensao de corpos F' C
K, denotado por [K : F|, é a dimensao de K considerado

como um espago vetorial sobre F'.

Extensao finita Uma extensao F' C K ¢é chamada finita se [K : F]

é finito. Caso contrario, a extensao é dita infinita.

Corpos finitamente gerados O corpo gerado sobre F' por uma

colecao finita de elementos aq,...,a, € K, denotado por
F(aq,...,ap), ¢ o menor subcorpo de K contendo F e
Ay y Op.

Extensao finitamente gerada Extensao FF C K na qual
existem finitos elementos «y,...,q, € K tais que

K=F(ay,...,a).

Extensao simples Extensao F' C K na qual existe a € K tal

que K = F(«a).

Elemento algébrico Seja F' C K uma extensao de corpos. Um
elemento o« € K ¢é dito algébrico sobre F' se existe um polinémio
nao nulo f(z) € F[z] tal que f(a) = 0. Em outras palavras, o
nicleo do homomorfismo ¢, : Flx] — K, f(z) — @u(f(x)) =

f(a) é nao nulo.
Elemento transcendente Elemento nao algébrico.

Polinémio minimo Seja F' C K uma extensao de corpos e o €
K algébrico sobre F. O polinémio minimo de « sobre F,

denotado por mq, p(z), é o polinémio de menor grau em F[z]
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tendo o como raiz. Em outras palavras, mq p(z) é o ge-

rador do nicleo do homomorfismo entre F[z] e K definido
por f(z) — f(a).

Corpo de raizes de um polinémio Chama-se corpo de raizes
de um polinémio f(z) € F[z] ao menor corpo contendo F' e

todas as raizes de f(z).

Extensao algébrica Um corpo K é dito uma extensao algébrica

de F se todo elemento de K é algébrico sobre F.

Fecho algébrico O fecho algébrico de um corpo F' é um corpo,
denotado por F, algébrico sobre F e satisfazendo a condicao
em que todo polinémio f(z) € F|z] fatora-se completamente

em F.

Corpo algebricamente fechado Corpo K no qual todo

polinébmio com coeficientes em K possui uma raiz em K.

Em simbolos, K = K.

Extensao normal Extensao F' C K na qual todo polinémio irre-
dutivel em F[z] possuindo um raiz em K fatora-se comple-

tamente em K.

Extensao de um isomorfismo Sejam F' C L e E C K duas
extensoes de corpos e ¢ : F — E um homomorfismo de
corpos. Um homomorfismo ¢ : L — K é dito uma extensao

de ¢ se ¢(c) = ¢(c) para todo ¢ € F.

Polinoémio separavel Polindmio sem raizes multiplas. Se f(x) €
F[z] é separavel de grau n entdo f(x) possui n raizes distintas

em seu corpo de raizes.

Elemento separavel Um elemento a em uma extensao K de F

é dito separével sobre F' se « é raiz de um polinémio sepa-
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ravel em F[z]. Equivalentemente, « é dito separéavel sobre
F se & algébrico sobre F' e seu polindémio minimo mq, p(z) €

separavel.

Extensao separavel Extensao F' C K na qual todo elemento em

K é separavel sobre F'.

7.3 Exemplos

1. O corpo dos ntmeros racionais Q tem caracteristica zero. De
fato, o subgrupo abeliano aditivo de Q gerado pela identidade
1 & o conjunto Z dos inteiros. Logo, n.1 # 0 para todo inteiro
positivo n. Assim, todo corpo contendo um subanel isomorfo

a 7Z é de caracteristica zero.

2. Se p & primo entao [F, = Z, é um corpo de caracteristica
positiva p. De fato,
p-lle = 1Fp+-"+1ﬂ7p :]3:6

—_———

p parcelas

3. A relacao entre caracteristica de um corpo F' e seu corpo
primo é como segue. Todo corpo F' contém um elemento
identidade 1p. Da estrutura de corpo, F' contém o grupo
abeliano aditivo gerado por 1g, aqui denotado por < 1p >.
A aplicagdo ¢ : Z — F', n — n.1p, define um homomorfismo
nao somente de grupos mas também de anéis. Temos Im ¢

= < 1p >. Existem dois casos:

Caso 1: Ker ¢ = 0. Neste caso, n # 0 implica p(n) =
n.lp # 0. Assim, ndo existe n # 0 tal que n.1p = 0.
Isto significa ch F' = 0. Pelo teorema fundamental do

isomorfismo, Z =< 1 >. Desde que corpos de fragoes
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de dominios isomorfos sdo também isomorfos entao F
contém um corpo K isomorfo & Q. Por construcao e

definicao de corpo primo, K = QQ é o corpo primo de F.

Caso 2: Ker ¢ # 0. Sendo Z DIP, o niicleo Ker ¢ é princi-

pal, Ker ¢ = (p). Podemos supor p > 0. Lembramos
que p, na condicao de gerador do ideal, é o menor inteiro
positivo em Ker ¢. Por definigdo de nicleo, p é o menor
inteiro positivo tal que ¢(p) =p.lp=1p+---1p = 0.
Isto é justamente a definicao de caracteristica. Assim,
ch F = p. O anel quociente Z/(p) é dominio (isomorfo
a um subanel de um corpo). Logo, p é primo. Assim,

Fp =17Z,=17Z/(p) & o corpo primo de F.

4. O polinémio x2+1 é irredutivel sobre R, logo o anel quociente

R[z]/(2? + 1) é um corpo. A esta altura eis o que devemos

saber sobre um corpo:

(a)

A expressao de um elemento genérico do corpo. Neste
caso, um elemento tipico de R[z]/(z%+1) é unicamente
escrito na forma a + bx, a,b € R com 7 satisfazendo a
relagao 72 + 1 = 0 (ver exemplo 6.3).

Efetuar a adigao e a multiplicagao. Neste caso:

Adigao: (a+bZ) + (c+dx) = (a +b) + (c+ d)T.

Multiplicagao:
(a +b%).(c4+ dT) = ac+ adT + beT + bdz>
= (ac—bd) + (ad + bc)z
onde temos feito a substituicio z2 = —1.

Expressar, se possivel, por meio de um isomorfismo o

corpo como um corpo ja conhecido. Neste caso, R[Z] &
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C pois a aplicagao ¢ : R[z] — C, a + bT — a+ bi define :
um isomorfismo de corpos.

(d) Exibir, se possivel, o inverso de um elemento nao nulo

geral. Neste caso, para a,b € R nao simultaneamente

nulos:
N 1
(a + bx) = i
B 1 a-bz
 a+bTa—bT
B a—bx
- a? — (b7)2
a b

a2+ 6 a4 b2

5. Determinar o grau da extensao R C R[z]. A dimensdo de
um espago vetorial é a cardinalidade de uma base qualquer.
Assim, devemos determinar uma base de R[z] sobre R. Lem-
bramos que uma base ¢ um conjunto de geradores linear-

mente independentes.

(a) Conjunto de geradores: 1,Z. De fato, todo elemento de
R[Z] se escreve na forma a + b = a.1 + b.T.

(b) Independéncia linear: a + b% = 0< a+br = 0 €
Rlz]/(22+1) & atbx € (2%2+1) & a+bx = q(z) (22 +1).
Se a + bx # 0 entao, 1 > deg (a + bx) = deg q(z) +
deg (22 +1) > 2, contradicdo. Logo, a+ bz = 0 implica
a=b=0.

6. Considere o corpo Q[,/p] = Q[z]/(z* — p) obtido no exem-

plo 6.4. Como no exemplo anterior, as caracteristicas béasicas

da extensao Q C Q[,/p] sdo:
(a) Elemento genérico:

a+by/p ( tal expressdo é unica).

103



Extensoes de Corpos
(b) Operagoes:
Adigao:
(a+byp)+ (c+dyp) = (a+Db)+ (c+d)/p
Multiplicagao:

(a+by/p).(c+dyp) = (ac+ p.bd)+ (ad+ bc)\/p

(c) A aplicagao ¢ : Q[z] — R, f(z) — f(/p), define um
homomorfismo de anéis de nicleo Ker ¢ = (22 — p)

(prove isto!). Assim,
Qlz)/(2* —p) = Tmy
com
Im ¢ = {ap+ai/p+- - +any/p :ai €Q, ne€Zs} CR

onde o conjunto & direita ¢ denotado por Q[,/p]. Neste

caso, temos mostrado que
Qlvpl ={a+byp : a,becQ}.

(d) Inverso multiplicativo:

a

b
-1
(a + b\/T?) - a2 —pb2 - a2 _pbg\/ﬁ

7. [Q[\/ﬁ] : (@] = 2, pois 1,,/p ¢ uma base de Q[,/p] sobre Q.

De fato,

(a) Geradores: Todo elemento de Q[,/p] se escreve na forma
a+by/p=al+b./p
(b) Independéncia linear: Da unicidade da expressao

a+ by/p segue que a +b/p =0 a=0=0.
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Daqui por diante, se F[Z] ¢ o anel quociente F[z]|/(p(x)), :
usaremos o grau de p(z) para determinar o grau da extensao.

Em simbolos: [F[Z] : F] =n = deg p(z) ( ver exemplo 6.1).

8. Em Zs[z], p(x) = 2% + 2 + 1 & irredutivel. Segue as carac-

teristicas do corpo Za[Z] = Zso[x]/(2% + x + 1):

(a) Elemento genérico:

a + ba
coma’+a+1=0,istoé, a’?=—-a—-1=a+1. A
expressao acima é tnica.

(b) Operagoes:
Adigao:

(a+ba)+ (c+da) = (a+0b) + (c+ d)a
Multiplicagao:
(a4 ba).(c+da) = ac+ (ad+ bc)a + bda?

= ac+ (ad+ bc)a + bd(a + 1)
= (ac+bd)+ (ad + be + bd)o

(¢) Inverso multiplicativo:
(a+ba)™t = (a+b)+ba

(d) [Za|a] : Zs] = deg (22 + 2+ 1) = 2. Logo, Zs[a] é um
corpo com 4 elementos.
OBS 7.1. Em geral, se p(z) é irredutivel em Zp[z], p
primo, entao Zyla] = Zy[z]/(p(x) ¢ um corpo de carac-
teristica p com p" elementos.

9. Seja F' = Q e p(z) = 23 — 2 irredutivel em Q[x] (Eisenstein,

p = 2). As caracteristicas basicas do corpo Q[z] /(23 —2) sdo:
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Elemento genérico:
a+ ba + ca?

com a® —2 =0, isto ¢, a® =2 (@ =7). A expressio
acima é tunica.
Operagoes:

Adigao:

(a1 4+ bia + c10?) + (ag + bra + c20?) =

(a1 4 as) + (b + bo)a + (c1 + )
Multiplicagao:

(a1+b1a+cla2)(a2+b2a+02a2) = r(a)

onde r(z) € Q[z] ¢ o resto da divisao do produto

(a1 + bz + c12?)(ag + box + c22?) por a3 — 2.

Inverso multiplicativo: Dado g(a) = a+ba+ca? € Q[a]
considere o polinémio g(x) = a+bx+cx? € Q[z]. Pode-
se mostrar que MDC(z® — 2,¢g(z)) = 1, (mostre isto
usando o fato de z3 — 2 ser irredutivel em Q[z] e deg
g(z) < deg 23 — 2). Pelo teorema de Bezout, existem

a(x),b(x) € Q[x] que verificam a igualdade
a(z)g(x) +b(z)(z® —2) =1

Passando as classes e lembrando que T = «, obtemos
a(a)g(a) = 1 donde a(a) = g(a)~! (isto resolve a ativi-

dade 6.7).

(d) [Q[a] : Q] = deg (2® —2) =3.
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7.4 Fatos

1. Multiplicatividade dos graus: Se F' C K e K C L sao exten-
soes finitas entdo F' C L é finitae [L: F] =[L: K|[K : F].

2. Sejam K, L extensoes finitas do corpo F e ¢ : K — L um
isomorfismo de corpos tal que ¢(c) = ¢ para todo ¢ € F.

Entao, [K : F] =[L: F].

3. Seja F' um corpo e seja p(z) € F|x] um polinémio irredutivel

sobre F[z]. Entao,

(a) Existe uma extensao K de F' contendo uma raiz de p(z).

(b) Suponha K uma extensao de F' contendo uma raiz o
de p(z). Seja F'(a) o subcorpo de K gerado por F e a.

Entao,

4. Seja K uma extensdo de F' e o € K. Sao equivalentes as

afirmagoes abaixo a respeito de um polinémio p(z) € F[z]:

(a) p(z) gera o nucleo do homomorfismo ¢, : Flz] — Fla],
f(x) = f(a).

(b) p(z) é irredutivel em F[x] e tem « como raiz.

)

(¢) p(x) é o polindmio de menor grau em F'[z] tendo o« como

raiz.

OBS 7.2. Se ¢(z) € F[x] é um outro polinémio em F[z]
satisfazendo uma das condigoes acima entao (q(z)) = (p(z))
donde g(x) ~ p(z). Assim, existe um tnico polindmio moénico
nesta classe de polindmios associados satisfazendo tais
condicoes. Este polinémio, denotado por mq, r(z), € chamado

polindmio minimo de a.
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5. Sejam K uma extensao de F' e a € K algébrico sobre F' com

polinémio minimo mq p(x) € F[z] de grau n. Entao,

(a) F(a) = Flo] = Flz]/(ma,r(z)).

(b) {1p,a,a?,---,a" '} é uma base de F(a) sobre F.

7.5 Exercicios Resolvidos

A menos que seja dito o contrario, K é uma extensao do corpo F.

1. Prove o fato 1: FF C K e K C L finitas = F C L finita e
[L:F)=I[L:K]K:F|].

Solugao: Suponha [L : K] =ne [K : F] = m. Por definicao
de grau, seja

a={ay,...,an}
uma base de L sobre K e seja
B={B,...,Bm}
uma base de K sobre F'. Considere o conjunto
y={wif;j:1<i<n,1<j<m}CL

com nm elementos. Basta mostrar que v é uma base de L

sobre F'.

i) v é um conjunto de geradores de L sobre F: Seja u € L.
Por definicao de base, existem escalares a1,...,a, € K

tais que

u=aja)+ -+ apay (7.7)
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Desde que 3 é base de K sobre F' e ay,...,a, sdo :
elementos de K entao, para cada i = 1,...,n, existem
escalares by, ..., bn; € F tais que

ap = bufr+-bimbBm

az = bafr+ - bamfbm

ap = bnllgl + - bnmﬁm

Substituindo as igualdades acima na igualdade 7.7 obte-

mos

u = (bufr+-+bimbm)ong +--- +

= > bjouB.

1<i<n,1<j<m

ii) v é um conjunto linearmente independente: Seja dada

uma combinacao linear nula

Z bijaiﬁj =0

1<i<n,1<j<m

com b;; € F'. Podemos escrever a igualdade acima na

forma:

(bllﬁl‘F' . ‘+blmﬁm)a1+‘ . ‘+(bnlﬁl+' . ‘l‘bnmﬁm)an =0.

em que b;1 81+ 4+ bimfPm € K paratodoi=1,...,n.

Mas, aq, ..., a, sao linearmente independentes sobre K
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donde

biifr+ - bimbBm = 0

bo1f1 + - bomBm = 0

bnlﬁl +ee bnmﬁm =0
com b;; € F. Como f4i,..., By sao linearmente inde-
pendentes sobre F' segue que b;; = 0 para todo ¢ =
0...,n e para todo j =0,...,m.

2. Seja {E; : i € I} uma familia de subcorpos de um corpo K.

Mostre que a intersegao N;ecrE; é um subcorpo de K.

Solugao: Os elementos Ox e 1x estdo em cada F;, i € I,
por definicdo de subcorpo. Logo, Ok, 1x € Nijcrk;. Dados
a,b € NierE;, por definicdo de intersecdo, a,b € E; para
todo i € I. Logo, a + b,ab,a_1 (se a # 0) estdao em cada
FE; para todo 7 € I donde também estao em N;c7F;. Como
NicrE; € K, K corpo, entao N;crF; nao possui divisores de

zero. Assim, N;c7E; é corpo.

3. Se u € K mostre que F(u") C F(u).

Solugao: Por definigao, F(u™) é o menor corpo contendo F

n

e u"”. Como F(u) é o menor corpo contendo F' e u segue

que F(u) contém F e toda poténcia u™. Por minimalidade,
4. Sev € K e c € F, mostre que F(c+v) = F(v) = F(ev).

Solugao: Por definicao, F'(c+ v) contém F e ¢ +v. Temos

v=c+v—c€ F(c+v) desde que ¢,c+v € F(c+wv). Assim,
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F(c+ v) é um corpo contendo F' e v. Por minimalidade, 7
F(v) C F(c+wv). Por outro lado, F(v) contém ¢ e v donde

c+v € F(v). Dai, F(c+v) C F(v) por minimalidade. Logo,

F(c+v) = F(v).

. Mostre o fato 2: Sejam K, L extensoes finitas do corpo F' e
¢ : K — L um isomorfismos de corpos tal que ¢(c) = ¢ para

todo ¢ € F. Entao, [K : F] =[L: F].

Solugao: Com a hipdtese ¢(c) = ¢ para todo ¢ € F, ¢ pode
ser considerado como um isomorfismo de espacos vetoriais.
Assim, L e K sao espagos vetoriais sobre F' isomorfos. Logo,

tém a mesma dimensao.

. Mostre que v/i — /2 € C & algébrico sobre Q.
Solugao: Denotando o = v/i — v/2 e eliminando os radicais

mostra-se que

a®—2a*—3=0.

Assim, f(r) = 2® — 22* — 3 € Q[z] é ndo nulo e
f(WVi—V2) = fla)=a® —2a* -3 =0.

. Se u,v € K e u+ v é algébrico sobre F' mostre que u é

algébrico sobre F(v).

Solugao: Por definicao de elemento algébrico, existe um
polindomio f(x) € F[z], ndo nulo, tal que f(u + v) = 0.
Seja f(x) = ap + a1z +---+ 2", a; € F e n > 0 (podemos

supor f(z) moénico). Entao,
flu+v)=ao+ai(u+v)+---+ (u+v)"=0.
Efetuando as operacoes na equacao acima obtemos

flutv)=f)+biu+ - +bu" ' +u" =0
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em que f(v),b1,...,bp—1 € F(v). Assim,
g(x) = f(v) + b1z + -+ bp_12" ' + 2" € F(v)[z]
¢ nao nulo e tem u como raiz. Logo, u é algébrico sobre F(v).

8. Prove o fato 3: Seja F' um corpo e seja p(z) € Flz] um

polinémio irredutivel sobre F[z]. Entao,

(a) Existe uma extensao K de F' contendo uma raiz de p(z).
(b) Suponha K uma extensado de F' contendo uma raiz «
de p(x). Seja F(«) o subcorpo de K gerado por F e a.
Entao,
F(a) = Flz]/(p(x))-

Em particular, F(a) = F[a].
Solugao:

i) Se p(x) € F[z] ¢ irredutivel entdo K = F[z]/(p(z)) é
uma extensao de F' (pois F' C K) na qual o elemento
a =T ¢ raiz de p(x) € Flz] C K[z].

ii) A funcao ¢, : Flz] — K, po(f(z)) = f(a), define
um homomorfismo em que p(z) € Ker ¢,. Sendo p(z)
irredutivel, o ideal (p(x)) C F[z] ¢ maximal e (p(z)) C
Ker ¢, C F[z]. Como Ker ¢, C F[z] (as constantes

=

nao pertencem ao nucleo) segue da maximalidade de

(p(x)) que Ker ¢ = (p(z)). Assim,

Flz]/(p(r))

I

Im ¢,

= Flo]

= {ap+an+- - +apa :a; € F}
= {ao+aq+---+a, 10"t

a; EF, n = degp(x)}
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(com tal expressao na tultima igualdade tnica). Mas, :
F(a) é corpo e contém F e «. Logo, contém todo
elemento na forma ag + aja + - -+ + ap_1a” L. Assim,

Fla] € F(«). Por outro lado,
Flo] = Flz]/(p(x))

¢ corpo contendo F' e a. Pela definigao de F'(«) como
menor corpo contendo F' e o temos F(a) C Fla]. As-

sim, F(o) = Fla] = Flz]/(p(x)).

9. Prove o fato 4: Seja K uma extensdo de F' e o € K. Sao
equivalentes as afirmacoes abaixo a respeito de um polinémio

p(z) € Flz]:

(a) p(z) gera o nicleo do homomorfismo ¢, : Fz] — Fla],
f(@) = pa(f(z)) = f(a).
(b) p(x) é irredutivel em F[z]| e tem « como raiz.
)

(¢) p(z) é o polindmio de menor grau em F[x] tendo o como

raiz.
Solugao:

(i) & (ii) Por hipotese, Ker ¢, = (p(z)). Por defini¢ao de
nucleo, p(a) = 0. Pelo teorema fundamental do iso-
morfismo, Flz]/(p(z)) = Fla] C K. Assim, o anel
quociente F[z]/(p(x)) é subanel do corpo K, logo é
dominio. Isto mostra que o ideal (p(z)) é primo donde
p(z) € irredutivel.

(ii) & (iii) A hipotese p(z) irredutivel em F[z| implica
(p(x)) ideal maximal em F[x]. A hipotese p(a) = 0
implica

(p(x)) C Ker ¢, C Flz].
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Isto mostra que (p(x)) = Ker ¢,. Deste modo,

fla) = 0 = flz) € Ker ¢o = (p(z)) =
fx) = g(x)p(z), para algum g(z) € Flz] =
deg f(z) > deg p(x).

(iii) = (i) Seja Ker ¢, = (¢q(z)). Entao, p(a) = 0 =
p(x) € Ker 9o = p(z) = q(z)g(x) para algum g(z) €
Flz] = deg p(z) > deg q(z). Mas, ¢(x) tem a como
raiz e p(x) é o polinémio de menor grau tendo o como
raiz. Logo, deg q(z) > deg p(z). Assim, deg q(x) = deg
p(z) e temos deg g(x) = 0. Logo, p(z) ~ ¢g(z) donde
(p(z)) = (q(2)) = Ker pa.

10. Prove o fato 5: Sejam K uma extensao de F e a € K al-

11.

12.

gébrico sobre F' com polinémio minimo mq p(z) € Flz] de
grau n. Entao,
i) Fla) = Flo] = Flz]/(ma,r(z))-
i) {1p,a,a2,--- , "1} é uma base de F(a) sobre F.
iii) [F(a): F]=n.
Solugao:
i) Segue da implicagao (iii) = (i) no fato 4.
ii) Foi provado na observagao 6.1 da aula 6.

iii) Defini¢do de grau de uma extensdo e do item anterior.

Determine [Q(v/2) : Q).

Solugao: O polinémio 25—2 € Q[z] é irredutivel (Eisenstein,
p = 2) e tem v/2 como raiz. Entdo, m s (@) = 2%—2 donde
(QY3) : Q] = deg m g () = 6.

Determine o polinémio minimo de v/2 + i sobre Q e sobre R.
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13.

Solugao: Denotando a = v/2 + i e eliminando os radicais

obtemos

at =202 +9=0.

Se p(x) = x* — 222 + 9 € Q[x] entdo p(a) = 0. As possiveis
raizes racionais de p(z) sdo £1,£3 £9. Mas, p(£1) = —10,
p(£3) = 54 e p(£9) = 6.390. Deste modo, p(x) pode ser
fatorado em Q[z] somente como um produto p(z) = (22 +
ar+b)(x?+cx+d) com a,b,c,d € Q. Tal igualdade acarreta

nas equagoes:

a+c = 0 (7.8)
b+ad+d = -2 (7.9)
ad+bc = 0 (7.10)
bd = —9. (7.11)

As equagoes 7.8 e 7.10 implica a(d — b) = 0 donde a = 0 ou
d =0b. Se a = 0 obtemos, usando as equagoes 7.9 e 7.11, a
equacdo quadratica b 4 2b—9 = 0 cujo discriminante ¢ A =
40. Logo, nao possui solugoes racionais. Por outro lado, se
b = d, obtemos b> = —9. Assim, o sistema acima néo admite
solugoes racionais e, portanto, p(x) é monico e irredutivel em
Q[z]. Entdo m, o(x) = 2* —222+9. Vejamos sobre os reais.
Como acima, o = v/2+1i implica o —2v/2a+3 = 0. Assim,
p(z) = 22 — 222 + 3 € R[] e tem discriminante A = —4.
Logo, p(z) € R[z] é monico e irredutivel sobre R[z] donde

mar(T) = 2% — 2V2x + 3.

Seja a € K um elemento algébrico sobre F' de grau impar.

Mostre que F(a) = F(a?).
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Solugao: Suponha F(a) # F(a?). Desde que F(a) = F(a?)
se e somente se a € F(a?) temos a ¢ F(a?). Entdo, o
polinémio quadratico 22 —a? € F(a?) é ménico e tem raizes

2

+a ndo pertencentes a F'(a?). Isto implica 22 —a? irredutivel

sobre F(a?)[z]. Logo, mg pa2)(x) = 2* — o e, portanto,

[F(a) : F(a?)] = 2. Dai,

donde [F(«) : F| é par, contradigao.

7.6 Conclusao

A estrutura de espaco vetorial subjacente & uma extensao de corpos
é fundamental no estudo de extensoes de corpos. Destaca-se a
noc¢ao do grau de uma extensao. Tal nogao juntamente com a de
polinémio minimo nos fornece toda a estrutura de uma extensao

simples.

RESUMO

Seja F' C K uma extensdo de corpos.

Grau da extensao F' C K:

[K : F] = dimpK (dimensao de espagos vetoriais).

Multiplicatividade dos graus:
FCKeKCLfinitas = [L: F]=[L: K|[K : F|.

Caracterizagao do polinédmio minimo:

Seja a € K algébrico sobre F' e considere o homomorfismo

p: Flz] = K, f(z) — f(a)
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Dado p(z) € Flz], tem-se: :

p(@) = mar(z) & Ker o= (p(z))
< p(x) irredutivel e p(a) =0

Estrutura de uma extensao algébrica simples:
Sejam K uma extensao de F' e a € K algébrico sobre F' com
polinémio minimo mgy p(x) € Flz] de grau n. Entao,

a) F(a) = Fla] = Flz]/(ma,r(z)).

b) {l1p,a,a?,--- ,a" 1} é uma base de F(a) sobre F.

¢) [F(a): F]=n.

PROXIMA AULA

Estudaremos a nogao de extensoes de isomorfismo. Serda de muita
utilidade na determinagao do grupo de Galois de uma extensao de
corpos. No momento, serd contextualizada para dar uma condigao

suficiente para caracterizar isomorfismo entre duas extensoes sim-

ATIVIDADES b

ATIV. 7.1. Mostre que [K : F] =1 se e somente se K = f.

ples.

ATIV. 7.2. Mostre que {1,Z} é uma base de Zs[z]/(2? + x + 1)

sobre Zs.

ATIV. 7.3. Se F, K, L sao corpos tais que ' C K C L e [L: F]
¢ finita, mostre que [K : F] é finita e [K : L] < [L: F.
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ATIV. 7.4. Se [K : F| = p, p primo, mostre que nao existe corpo
Etalque FC EC K.

ATIV. 7.5. Mostre que Q(2 — 3i) = Q(1 + ).
ATIV. 7.6. Determine [Q(V/7) : Q).

ATIV. 7.7. Se L é um corpo tal que FF C K C Lev € L é

algébrico sobre F', mostre que v é algébrico sobre K.

ATIV. 7.8. Determine o polinémio minimo de cada elemento a

seguir sobre o corpo especificado:

a) V1+/5 sobre Q.
b) V/3i+ /2 sobre Q.
¢) V2 +i sobre Q.

d) v/2 + i sobre R.

e) /5 sobre Q(v/3).

ATIV. 7.9. Se K é uma extensao de corpo de Q de grau 2, mostre
que K = Q(V/d) para algum inteiro livre de quadrado d (livre de

quadrado significa d ndo divisivel por p? para todo primo p).
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