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META:

Obter uma condição suficiente para duas extensões simples serem

isomorfas e elaborar um método para construir automorfismos de

uma extensão fixando o corpo base.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno deverá ser capaz de:

Definir extensão de um isomorfismo.

Usar o critério sobre polinômios mínimos para determinar se duas

extensões simples são isomorfas.

Aplicar o método descrito na aula para construir automorfismos

de uma extensão finitamente.

PRÉ-REQUISITOS

A noção de isomorfismo de corpos e polinômio mínimo e o fato 5

da seção 7.4.
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8.1 Introdução

Dada uma função f : A→ B e um subconjunto C ⊂ A, a restrição

de f ao conjunto C é a função f|C : C → B definida por f|C (x) =

f(x) para x ∈ C. Seja ϕ : F → E um homomorfismo de corpos

e sejam A,B anéis tais que F ⊂ A, E ⊂ B. Um homomorfismo

ψ : A → B é dito uma extensão de ϕ (ou que ϕ estende-se à ψ )

se ψ|F = ϕ.

Se ϕ : F → E é um homomorfismo (isomorfismo) de corpos então

a aplicação

ϕ̃ : F [x]→ E[x]

definida por

ϕ̃(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = ϕ(a0) + ϕ(a1)x+ · · ·+ ϕ(an)xn

define um homomorfismo (isomorfismo) de F [x] em E[x] (você

consegue verificar isto?). Além disso, se c ∈ F ⊂ F [x] então

ϕ̃(c) = ϕ(c) e, consequentemente, ϕ̃ é uma extensão de ϕ. Em

outras palavras, todo homomorfismo (isomorfismo) ϕ : F → E

estende-se à um homomorfismo (isomorfismo) ϕ̃ : F [x] → E[x]

definido por

ϕ̃(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = ϕ(a0) + ϕ(a1)x+ · · ·+ ϕ(an)xn.

Nesta aula, mostraremos que a igualdade entre os polinômios

mínimos de dois elementos algébricos sobre um mesmo corpo acar-

reta isomorfismo entre as extensões simples geradas pelos mesmos.

Veremos que esta condição de igualdade entre polinômios mínimos,

para ocorrer isomorfismo, é o caso particular para se estender o au-

tomorfismo identidade.
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88.2 mα,F (x) = mβ,F (x)⇒ F (α) ∼= F (β)

Sejam L e K duas extensões de um mesmo corpo F e sejam α ∈ L
e β ∈ K elementos algébricos. Se mα,F (x) = mβ,F (x) então, do

fato 5 da seção 7.4, tem-se

F (α) = F [α] ∼= F [x]/(mα(x)) = F [x]/(mβ(x)) ∼= F [β] = F (β).

Podemos mostrar ainda que existe um isomorfismo

ϕ : F (α)→ F (β)

satisfazendo as condições ϕ(α) = β e ϕ(c) = c para todo c ∈ F .

De fato, o isomorfismo identidade sobre F , aqui denotado por IF,

se estende à um isomorfismo ĨF sobre F [x]. Considere o diagrama

de homomorfismos

F [x] ĨF→ F [x] π→ F [x]/(mβ,F (x))
Ψ∼= F (β)

↑ ↑
F

IF→ F

Então, o homomorfismo composição Ψ ◦ π ◦ ĨF é sobrejetivo (com-

posição de homomorfismos sobrejetivos) e

Ψ ◦ π ◦ ĨF (f(x)) = 0⇔ f(β) = 0⇔ f(x) ∈ (mβ,F (x))

Mas, (mβ,F (x)) = (mα,F (x)) donde

Ψ ◦ π ◦ ĨF (f(x)) = 0⇔ f(x) ∈ (mα,F (x))

Assim, Ker Ψ ◦ π ◦ ĨF = (mα,F (x)). Denotando

J = Ker (Ψ ◦ π ◦ ĨF ) = (mα,F (x)),

segue, pelo teorema fundamental do isomorfismo, que a aplicação

Θ : F [x]/J → F [β]
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definida por

Θ(f(x)) = Ψ ◦ π ◦ ĨF (f(x)) = Ψ ◦ π(f(x)) = Ψ(f(x)) = f(β)

define um isomorfismo. Temos os seguintes isomorfismos

F (α) π← F [x]/J Θ→ F [β].

Então,

Θ ◦ π−1 : F (α)→ F (β)

é um isomorfismo tal que Θ ◦ π−1(f(α)) = Θ(f(x)) = f(β). Em

particular, Θ ◦ π−1(α) = β e Θ ◦ π−1(c) = c para todo c ∈ F .

Exemplo 8.1. Considere α = 3
√

2 ∈ R e β = 3
√

2(−1
2

+
√

3
2
i) ∈

C. Note que ω = −1
2

+
√

3
2
i é uma raiz cúbica complexa da

unidade, pois ω = cos 120◦ + sin 120◦i = e2πi/3 (fórmula de Euler)

e, portanto, ω3 = e2πi = 1. Assim, β3 = ( 3
√

2ω)3 = 3
√

2
3
ω3 =

2.1 = 2. Então, α e β são raízes do polinômio x3 − 2 ∈ Q[x].

Como x3− 2 é irredutível em Q[x], α e β têm polinômios mínimos

iguais sobre Q[x]. Pelo resultado acima, existe um isomorfismo

ϕ : Q( 3
√

2)→ Q[ 3
√

2(−1
2

+
√

3
2
i))

tal que ϕ(α) = β e ϕ(c) = c para todo c ∈ Q (extensão da identi-

dade sobre Q).

8.3 Extensão de isomorfismos para extensões

simples

Segue uma generalização do resultado acima.

Teorema 8.1. Seja ϕ : F → F ′ um isomorfismo de corpos e K, K ′

extensões de F e F ′, respectivamente. Seja α ∈ K algébrico sobre
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8F com polinômio mínimo mα,F (x) ∈ F [x] e α′ ∈ K ′ algébrico sobre

F ′ com polinômio mínimo mα′,F ′ ∈ F ′. Seja ϕ̃ : F [x] → F ′[x] a

extensão de ϕ como acima. Se ϕ̃(mα,F (x)) = mα′,F ′(x) então

existe um isomorfismo σ : F [α] ∼→ F ′[α′] estendendo ϕ tal que

σ(α) = α′.

Prova: Assim como na seção anterior, o isomorfismo ϕ estende-se

à um isomorfismo

ϕ̃ : F [x]→ F ′.

Observe que F ′[x]/(ϕ̃(mα,F (x)) = F ′[x]/(mα′,F ′(x)) ∼= F ′(α′),

pois ϕ̃(mα,F (x)) = mα′,F ′(x) por hipótese. Temos o seguinte dia-

grama de homomorfismos

F [x]
ϕ̃→ F ′[x] π→ F [x]/(ϕ̃(mα,F (x))

Ψ∼= F (α′)

↑ ↑
F

ϕ→ F ′

onde

Ψ ◦ π ◦ ϕ̃(f(x)) = Ψ ◦ π(ϕ̃(f)(x)) = Ψ( ˜ϕ(f)(x)) = ˜ϕ(f)(α′).

A composição acima é um homomorfismo sobrejetivo, pois com-

posição de homomorfimos sobrejetivos é homomorfismo sobreje-
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tivo. Além disso,

Ψ ◦ π ◦ ϕ̃(f(x)) = 0 ⇔ (ϕ̃(f))(α′) = 0

⇔ ϕ̃(f(x)) = 0

⇔ ϕ̃(f(x)) ∈ (ϕ̃(mα,F (x)))

⇔ ϕ̃(f(x)) = g(x)ϕ̃(mα,F (x))

⇔ ϕ̃(f(x)) = ϕ̃(h(x))ϕ̃(mα,F (x))

⇔ ϕ̃(f(x)) = ϕ̃(h(x)mα,F (x))

⇔ f(x) = h(x)mα,F (x)

⇔ f(x) = (mα,F (x))

Usamos acima o fato de ϕ̃ ser isomorfismo. Denotando Θ = Ψ◦π◦
ϕ̃, temos Ker Θ = (mα,F (x)). Assim, pelo teorema fundamental

do isomorfismo, a aplicação

Θ : F [x]/(mα,F (x))→ F ′(α′)

dada por Θ(f(x)) = Θ(f(x)) = (ϕ̃(f))(α′) define um isomorfismo.

Temos então os seguintes isomorfismos:

F (α) π← F [x]/(mα,F (x)) Θ→ F ′(α′).

Assim,

Θ ◦ π−1 : F (α)→ F ′(α′)

é um isomorfismo tal que Θ ◦ π−1(f(α)) = Θ(f(x)) = (ϕ̃(f))(α′).

Em particular, Θ ◦ π−1(α) = α′ e Θ ◦ π−1(c) = ϕ(c) para todo

c ∈ F . �

OBS 8.1. Daqui por diante, usaremos o diagrama

σ : F (α) ∼→ F ′(α′)

↑ ↑
ϕ : F

∼→ F ′
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8para representar o teorema acima. Nestes termos, o resultado

F (α) ∼= F (β) sempre que mα(x) = mβ(x), obtido na seção an-

terior, é um caso particular do teorema acima e tem sua represen-

tação pictórica dada por

σ : F (α) ∼→ F ′(α′)

↑ ↑
IF : F

∼→ F ′

onde IF denota o isomorfismo identidade em F .

OBS 8.2. Uma extensão da identidade ι : Q → Q será chamada

um Q-homomorfismo, Q-isomorfismo ou Q-automorfismo conforme

seja um homomorfismo, isomorfismo ou automorfismo, respectiva-

mente.

Exemplo 8.2. Sejam p, q ∈ Z primos positivos. Mostre que existe

um Q-automorfismo τ : Q(
√
p,
√
q)→ Q(

√
p,
√
q) tal que τ(√p) =

−√p e τ(√q) = −√q.

8.4 Conclusão

Estender isomorfismos de corpos perante a análise de polinômios

mínimos é prático e será de muita utilidade na teoria de Galois.

RESUMO

• Todo homomorfismo (isomorfismo) ϕ : F → E estende-se à

um homomorfismo (isomorfismo) ϕ̃ : F [x] → E[x] definido

por

ϕ̃(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = ϕ(a0) + ϕ(a1)x+ · · ·+ ϕ(an)xn.
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• mα,F (x) = mβ,F (x) ⇒ F (α) ∼= F (β).

• Seja ϕ : F → F ′ um isomorfismo de corpos e K, K ′ ex-

tensões de F e F ′, respectivamente. Seja α ∈ K algébrico

sobre F com polinômio mínimo mα,F (x) ∈ F [x] e α′ ∈ K ′ al-

gébrico sobre F ′ com polinômio mínimo mα′,F ′ ∈ F ′. Seja ϕ̃ :

F [x]→ F ′[x] a extensão de ϕ como acima. Se ϕ̃(mα,F (x)) =

mα′,F ′(x) então existe um isomorfismo σ : F [α] ∼→ F ′[α′]

estendendo ϕ tal que σ(α) = α′.

PRÓXIMA AULA

Estudaremos extensões algébricas. Relacionaremos os tipos de ex-

tensões com extensões algébricas sempre buscando condições su-

ficientes para caracterizar quando uma extensão dada é algébrica

sobre o corpo base.

ATIVIDADES

Durante as atividades a seguir, K é uma extensão do corpo F .

ATIV. 8.1. Seja σ : F → E um isomorfismo de corpos, f(x) ∈
F [x] e σ : F [x]→ E[x] o isomorfismo induzido por σ. Mostre que:

i) deg f(x) = deg σ(f(x)).

ii) f(x) irredutível se e somente se σ(f(x)) irredutível. item[iii)]

Sejam K e L extensões de F e E, respectivamente. Se σ̃ :

K → L é uma extensão de σ e α ∈ K é uma raiz de f(x)

mostre que σ̃(α) ∈ L é uma raiz de σ(f(x)).
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8ATIV. 8.2. Mostre que existe um automorfismo σ : Q(
√

3) →
Q(
√

3) tal que σ(
√

3) = −√3 e σ(c) = c para todo cinQ.

ATIV. 8.3. Mostre que existe o isomorfismo σ obtido na ativi-

dade anterior estende-se à um Q-automorfismo τ : Q(
√

3)(
√

5) →
Q(
√

3)(
√

5) tal que τ(
√

5) =
√

5.

ATIV. 8.4. Mostre que existe um Q-automorfismo τ : Q(
√

3,
√

5)→
Q(
√

3,
√

5) tal que τ(
√

3) = −√3 e τ(
√

5) = −√5.

ATIV. 8.5. Mostre que existe um Q-automorfismo τ : Q(
√

2, i)→
Q(
√

2, i) tal que τ(
√

2) =
√

2 e τ(i) = −i.
ATIV. 8.6. Mostre que existe um Q-automorfismo τ : Q(

√
2, i)→

Q(
√

2, i) tal que τ(
√

2) = −√2 e τ(i) = i.

ATIV. 8.7. Mostre que existe um Q-automorfismo τ : Q(
√

2, i)→
Q(
√

2, i) tal que τ(
√

2) = −√2 e τ(i) = −i.
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