AULA

Extensao de um
Isomorfismo

META:
Obter uma condicao suficiente para duas extensoes simples serem
isomorfas e elaborar um método para construir automorfismos de

uma, extensdo fixando o corpo base.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno dever4 ser capaz de:

Definir extensao de um isomorfismo.

Usar o critério sobre polindmios minimos para determinar se duas
extensoes simples sao isomorfas.

Aplicar o método descrito na aula para construir automorfismos

de uma extensao finitamente.

PRE-REQUISITOS
A nogao de isomorfismo de corpos e polinémio minimo e o fato 5

da segao 7.4.
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8.1 Introducao

Dada uma fungao f : A — B e um subconjunto C' C A, a restrigao
de f ao conjunto C' ¢é a fungdo f|, : C' — B definida por f|,(v) =
f(x) para x € C. Seja ¢ : F' — E um homomorfismo de corpos
e sejam A, B anéis tais que F C A, E C B. Um homomorfismo
1 : A — B é dito uma extensao de ¢ (ou que ¢ estende-se a 1) )
se ¢‘F =

Se ¢ : F' — E é um homomorfismo (isomorfismo) de corpos entao

a aplicacao

¢ : Flz] — Elx]

definida por
¢lao + a1z + -+ + anz") = @(ao) + p(ar)z + - - - + @(an)z"

define um homomorfismo (isomorfismo) de F[z] em E[z] (vocé
consegue verificar isto?). Além disso, se ¢ € F C F|x] entao
&(c) = p(c) e, consequentemente, @ é uma extensao de ¢. Em
outras palavras, todo homomorfismo (isomorfismo) ¢ : F — E
estende-se & um homomorfismo (isomorfismo) ¢ : F[z] — E|x]

definido por
Plag + a1z + - + apz™) = plag) + plar)z + -+ + p(an)z".

Nesta aula, mostraremos que a igualdade entre os polin6mios
minimos de dois elementos algébricos sobre um mesmo corpo acar-
reta isomorfismo entre as extensoes simples geradas pelos mesmos.
Veremos que esta condicao de igualdade entre polin6mios minimos,
para ocorrer isomorfismo, é o caso particular para se estender o au-

tomorfismo identidade.



Estruturas Algébricas 11

AULA

8.2 mgyr(r) =mpr(z) = F(a) = F(F)

Sejam L e K duas extensoes de um mesmo corpo F' e sejam a € L
e § € K elementos algébricos. Se mq, r(z) = mg p(z) entdo, do

fato 5 da segdo 7.4, tem-se
F(a) = Fla] = Flz]/(ma(2)) = Flz]/(mg(x)) = F[3] = F(B).
Podemos mostrar ainda que existe um isomorfismo
¢ F(a) = F(B)

satisfazendo as condigoes p(a) = e p(c) = ¢ para todo ¢ € F.
De fato, o isomorfismo identidade sobre F', aqui denotado por I,
se estende & um isomorfismo I sobre F|[z]. Considere o diagrama

de homomorfismos

iF ™ v
Flz] = Flz] — Flz]/(mgr(z)) = F(3)
T T
F 5 F

Entao, o homomorfismo composi¢ao W oo I é sobrejetivo (com-

posigao de homomorfismos sobrejetivos) e
oo Ip(f(z) =0 f(8) =0 f(z) € (mpr(x))
Mas, (mgp(z)) = (ma,r(x)) donde
Woro [p(f(2) =0 f(x) € (map(x))
Assim, Ker W oo Ip = (mg,r(z)). Denotando
J = Ker (Wormolp)=(mar(r)),
segue, pelo teorema fundamental do isomorfismo, que a aplicacao

O : Flz]/J — F|f]
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definida por

O(f(x)) = Womolp(f(z)) = Von(f(x)) =¥(f(z)) = f(B)

Entao,
Qon !t F(a) — F(B)

¢ um isomorfismo tal que © o 77 1(f(a)) = O(f(z)) = f(3). Em
particular, © o 771 (a) = B e @ o !(c) = ¢ para todo c € F.

. . 1 3
Exemplo 8.1. Considere a = /2 e Re f = \3/5(—5 + £'L) €

2
1 3
C. Note que w = —3 + \Z[Z é uma raiz cibica complexa da

unidade, pois w = cos 120° 4+ sin 120°¢t = e

e, portanto, w? = e?™ = 1. Assim, 3% = (V2w)? = Y2 =

2mi/3 (formula de Euler)
2.1 = 2. Entdo, a e 8 sdo raizes do polinémio 23 — 2 € Qlx].
Como 3 — 2 & irredutivel em Q[z], @ e 3 tém polinémios minimos
iguais sobre Q[z]. Pelo resultado acima, existe um isomorfismo

V3

0+ Q(V2) ~ OV~ + L)

tal que p(a) = 0 e p(c) = ¢ para todo ¢ € Q (extensao da identi-
dade sobre Q).

8.3 Extensao de isomorfismos para extensoes
simples
Segue uma generalizacao do resultado acima.

Teorema 8.1. Seja p : F — F' um isomorfismo de corpos e K, K’

extensoes de F e F', respectivamente. Seja a € K algébrico sobre



Estruturas Algébricas 11 AU_LA

F com polinémio minimo mq, p(x) € Fz] e o’ € K’ algébrico sobre 8
F' com polinomio minimo my pr € F'. Seja ¢ : Flz] — F'[z] a
extensao de ¢ como acima. Se p(mq,r(x)) = my p(x) entio
existe um isomorfismo o : F[a] = F'[d/] estendendo ¢ tal que

o(a) =d.

Prova: Assim como na se¢io anterior, o isomorfismo ¢ estende-se

& um isomorfismo

¢: Flx] —» F.

Observe que F'[z)/(@(ma,p(@) = Fla]/(ma () = (),
pois @(ma,F(x)) = My pr(x) por hipotese. Temos o seguinte dia-

grama de homomorfismos

Fla] % Fla] 5 Fla]/(@(mar(z))

onde

A composicdo acima é um homomorfismo sobrejetivo, pois com-

posicdo de homomorfimos sobrejetivos é homomorfismo sobreje-
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tivo. Além disso,

oo g(f(x)) =0

m

@(ma,r(x)))

= ¢(h(x))p(ma,r(z))

)
)
z)) = g(x)(ma,r(z))
)
) = ¢(h(x)ma,r(x))

= h(x)mq,r(x)

t ¢ ¢ T T T QT
P S S S S

Usamos acima o fato de ¢ ser isomorfismo. Denotando © = Wormo
@, temos Ker © = (mq,r(x)). Assim, pelo teorema fundamental

do isomorfismo, a aplicagdo

0 : Fla]/(ma,r(z)) — F'()

dada por O(f(z)) = O(f(z)) = (¢(f))(a’) define um isomorfismo.

Temos entao os seguintes isomorfismos:
©
F(a) & Fla]/(ma,r(z)) = F'(a).

Assim,

Qon ! F(a) — F'(d)

é um isomorfismo tal que © o 7~ 1(f(a)) = O(f(x)) = (¢(f)) ().
Em particular, © o 771 (a) = o/ e © o 771(c) = ¢(c) para todo

ceFF. O

OBS 8.1. Daqui por diante, usaremos o diagrama

~

o: Fla) = F'(d)
T T
0: F 5 F
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para representar o teorema acima. Nestes termos, o resultado 8
F(a) = F(B) sempre que mq(z) = mg(z), obtido na secao an-
terior, é um caso particular do teorema acima e tem sua represen-

tagao pictoérica dada por

o: Fla) = F'(d)
T T
Ip: F = F’
onde Ir denota o isomorfismo identidade em F'.
OBS 8.2. Uma extensao da identidade ¢ : Q — Q sera chamada
um Q-homomorfismo, Q-isomorfismo ou Q-automorfismo conforme

seja um homomorfismo, isomorfismo ou automorfismo, respectiva-

mente.

Exemplo 8.2. Sejam p, g € Z primos positivos. Mostre que existe
um Q-automorfismo 7 : Q(/p, \/q) — Q(\/p, /@) tal que 7(\/p) =
—/Pe1(\/q1) = —/1q.

8.4 Conclusao

Estender isomorfismos de corpos perante a analise de polinémios

minimos é prético e serd de muita utilidade na teoria de Galois.

RESUMO .E‘

e Todo homomorfismo (isomorfismo) ¢ : F' — E estende-se a

um homomorfismo (isomorfismo) ¢ : F[z] — E|x] definido

por

Plao + a1z + -+ +anz") = plao) + p(ar)z + - - + p(an)z".
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o mqr(x) =mgr(r) = F(a) = F(B).

e Seja ¢ : F — F’ um isomorfismo de corpos e K, K’ ex-
tensoes de F' e F’, respectivamente. Seja o € K algébrico
sobre F' com polindémio minimo mq, p(z) € Flz] e o/ € K’ al-
gébrico sobre F’ com polinémio minimo my g € F'. Seja ¢ :
Flz] — F'[z] a extensao de ¢ como acima. Se ¢(mq,r(z)) =
M (%) entao existe um isomorfismo o : Fla] = F'[d/]

estendendo ¢ tal que o(a) = .

PROXIMA AULA

Estudaremos extensoes algébricas. Relacionaremos os tipos de ex-
tensoes com extensoes algébricas sempre buscando condigoes su-
ficientes para caracterizar quando uma extensao dada é algébrica

sobre o corpo base.

ATIVIDADES

Durante as atividades a seguir, K é uma extensao do corpo F'.

ATIV. 8.1. Seja 0 : F — E um isomorfismo de corpos, f(z) €

F[z] e 0 : F|x] — E[x] o isomorfismo induzido por . Mostre que:

i) deg f(z) = deg o(f(x)).

ii) f(z) irredutivel se e somente se o(f(x)) irredutivel. itemliii)]
Sejam K e L extensoes de F' e F, respectivamente. Se & :
K — L ¢é uma extensao de 0 ¢ o € K é uma raiz de f(x)

mostre que 6(«) € L é uma raiz de o(f(x)).
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ATTV. 8.2. Mostre que existe um automorfismo o : Q(v/3) — 8
Q(v/3) tal que 0(v/3) = —v/3 e o(c) = ¢ para todo cinQ.

ATIV. 8.3. Mostre que existe o isomorfismo o obtido na ativi-
dade anterior estende-se & um Q-automorfismo 7 : Q(v/3)(v/5) —
Q(V3)(v/5) tal que 7(V5) = V/5.

ATIV. 8.4. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/3, v/5) —
Q(V3,v/5) tal que 7(v/3) = —v3 e 7(V5) = —V5.

ATIV. 8.5. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/2,7) —
Q(v/2,4) tal que 7(v2) = V2 e 7(i) = —i.

ATIV. 8.6. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/2,i) —
Q(v/2,1) tal que 7(v/2) = —v2 e 7(i) = i.

ATTV. 8.7. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/2,i) —
Q2,1) tal que 7(v3) = —vZ e 7(i) = —i.
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